14-Mavzu: Bir jinsli funktsiya haqida Eyler teoremasi
REJA:

1. Birinchi tartibli differentsial tenglamalarning maxsus yechimlari.
2. Eyler funksiyasi. Eyler va Ferma teoremalari.
Birinchi tartibli differentsial tenglamalarning maxsus yechimlari. 
 Berilgan 
F( x y dx /dy)=0                                                 (1) 
differentsial tenglama  

Ф(x, y,C )=0                                                 (2) 

 umumiy integralga ega bo’lsin. 

Faraz qilaylik, (2) umumiy integralga mos keluvchi umumiy egri chiziqlar oilasi o’ramaga ega bo’lsin. Bu o’rama (1) differentsial tenglamaning integral egri chizig’i bo’lishini ko’rsatamiz. Haqiqatan, o’rama o’zining har bir nuqtasida oilaning biror egri chizig’iga urinadi, ya’ni u bilan umumiy urinmaga ega bo’ladi. Demak, har bir umumiy nuqtada o’rama va egri chiziq x, y, y' miqdorlarning bir xil qiymatlariga ega bo’ladi. Lekin oilaning egri chizig’i uchun x, y, y' sonlar (1) tenglamani qanoatlantiradi. Shu sababli, o’ramaning har bir nuqtasini abtsissasi, ordinatasi va burchak koeffitsienti (1) tenglamani qanoatlantirishi shart. 


Bu - o’rama integral chiziq, uning tenglamasi esa differentsial tenglamaning yechimi ekanligini bildiradi. 

Lekin o’z navbatida o’rama, umuman aytganda, integral yechimlar oilaning vakili emas, shu sababli, u umumiy integraldan C ning biror xususiy qiymati orqali topilmaydi. 

 Ta’rif. 

 Differentsial tenglamaning umumiy yechimidan C ning birorta ham qiymati orqali topib bo’lmaydigan va grafigi umumiy yechimga kiruvchi integral egri chiziqlar oilasining o’ramasi bo’lgan yechimi differentsial tenglamaning "maxsus yechimi", deb ataladi. 


Faraz qilaylik, (2) umumiy integral berilgan bo’lsin. 

Undan va Ф‘(  x, y,C) = 0 

 tenglamadan S parametrni yo’qotib, ϕ(х, у) 0 tenglamaga kelamiz. 

Agar bu funktsiya (1) ni qanoatlantirsa-yu, lekin (2) yechimlar oilasiga tegishli bo’lmasa, u holda ta’rifga ko’ra, bu funktsiya maxsus integral bo’ladi. 


Shuni ta’kidlash lozimki, maxsus yechimni ifodalovchi egri chiziqning har bir nuqtasidan kamida ikkita integral egri chiziq o’tadi, ya’ni maxsus yechimning har bir nuqtasida differentsial tenglamaning yechimini yagonaligi buzilyapti. Shuning uchun yechimning yagonaligi buziladigan nuqtalar "maxsus nuqtalar" deb ataladi. 

Demak, maxsus yechim maxsus nuqtalardan iborat ekan. 

 M i s o l . y2 (x + y‘) = R2 tenglamaning maxsus yechimlarini toping. 

Eyler funksiyasi. Eyler va Ferma teoremalari. 

Chegirmalarning keltirilgan sistemasidagi elementlar sonini aniqlash uchun Eyler funksiyasi deb ataluvchi 𝜑(𝑚) funksiyadan foydalaniladi. 𝑚 − ixtiyoriy musbat son bo`lsin, 𝑚 dan katta bo`lmagan va 𝑚 bilan o`zaro tub bo`lgan bo`lgan musbat sonlar sonini 𝜑(𝑚) bilan belgilanadi. TA`RIF. Agar quyidagi ikkita shart bajarilsa, 𝜑(𝑚) sonli funksiya Eyler funksiyasi deyiladi: 

 1. 𝜑(1) = 1 

 2. 𝜑(𝑚) 

funksiya 𝑚 dan kichik va 𝑚 bilan o`zaro tub bolgan musbat sonlar soni. 

1-TEOREMA. 

𝜑(𝑚) ta (𝑚 > 1) 
 sonlarning ixtiyoriy to`plami, ya`ni 𝑚 bilan o`zaro tub va 𝑚 modul` bo`yicha ixtiyoriy ikkitasi taqqoslanmaydigan sonlar to`plami 𝑚 modul` bo`yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasi bo`ladi. 

2-TEOREMA. 
a butun son 𝑚 bilan o`zaro tub va 𝑏1, 𝑏2, … , 

 𝑏𝜑(𝑚) − 𝑚 modul` bo`yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasi bo`lsin, 
u holda 𝑎𝑏1, 𝑎𝑏2, … , 𝑎𝑏𝜑(𝑚) ham 𝑚 modul bo`yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasi bo`ladi. 

ISBOTI. 
 
1-teoremaga ko`ra, 𝑎𝑏1, 𝑎𝑏2, … , 𝑎𝑏𝜑(𝑚) sonlar to`plamidagi ixtiyoriy ikkitasi 𝑚 modul` bo`yicha taqqoslanmasligini ko`rsatish kifoya. 

Haqiqatan, agar 𝑎𝑏𝑖 = 𝑎𝑏𝑘 (𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑖 ≠ 𝑘 bo`lsa, 
(𝑎, 𝑚) = 1 bo`lgani uchun 
𝑏𝑖 = 𝑏𝑘 (𝑚𝑜𝑑𝑚) bo`ladi. 


 Bunday bo`lishi mumkin emas, chunki 𝑏𝑖 , 𝑏𝑘 lar 𝑚 modul` bo`yicha chegirmalarning turli sinflariga tegishli. 
TA`RIF. 
Natural sonlar to`plamida aniqlangan 𝑓 funksiya uchun (𝑚, 𝑛) = 1 bo`lganda 𝑓(𝑚 ∙ 𝑛) = 𝑓(𝑚) ∙ 𝑓(𝑛) tenglik bajarilsa, u holda 𝑓 funksiya multiplikativ funksiya deyiladi. 
TEOREMA. 
Eyler funksiyasi multiplikativ funksiyadir. 

ISBOTI. 

 a va b o`zaro tub bo`lgan musbat butun sonlar bo`lsin. 𝑎 ∙ 𝑏 dan kichik bo`lgan barcha manfiymas sonlar to`plami M ni qaraylik. 


 M dagi har bir sonni, qoldiqli bo`lish teoremasiga asosan, yagona tarzda 𝑏 ∙ 𝑞 + 𝑟 (𝑟 ∈ {0,1, … , 𝑏 − 1}, 𝑞 ∈ {0,1,2, … , 𝑎 − 1} ) ko’rinishda ifodalash mumkin. 𝑏𝑞 + 𝑟 son a bilan o`zaro tub bo`lishi uchun (𝑏, 𝑟) = 1 bo`lishi zarur va yetarli. 

Bunday 𝑟 sonlar soni 𝜑(𝑏) ta bo`ladi. 𝑟1 −shunday sonlarning biri bo`lsin. 
U holda 

 𝑟1, 𝑏 + 𝑟1, 2𝑏 + 𝑟1, … , 𝑏(𝑎 − 1) + 𝑟1 
sonlar ketma-ketligi a modul bo`yicha chegirmalarning to`la sistemasini tashkil etadi. Shuning uchun, bu sonlar orasida a bilan o`zaro tub bo`lgan sonlar 𝜑(𝑎) ta bo`ladi. 
Shunday qilib, har bir 𝑟1 songa (𝑏 bilan o`zaro tub bo`lgan) 𝑏𝑞 + 𝑟1 ko`rinishdagi a bilan o`zaro tub sonlar va demak, ab bilan ham o`zaro tub bo`lgan 𝜑(𝑎) ta son mos keladi. 

Shuning uchun, ab bilan o`zaro tub bo`lgan sonlar soni 𝜑(𝑎) ∙ 𝜑(𝑏), ya`ni 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎) ∙ 𝜑(𝑏) bo`ladi. 
TEOREMA.
 Agar  𝑚 = 𝑝1 𝛼1 ∙ 𝑝2 𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑛 𝛼𝑛 bo`lsa,
 u holda 𝜑(𝑚) = 𝑚 (1 − 1 𝑝1 ) (1 − 1 𝑝2 ) ∙ … ∙ (1 − 1 𝑝𝑛 )  bo`ladi.
ISBOTI. 𝜑(𝑚) funksiya mul`tiplikativ bo`lgani uchun, bu funksiyani 𝜑(𝑝𝑘 𝛼𝑘 ) uchun hisoblashni bilish kifoya. 𝑝 𝛼 dan kichik manfiy bo`lmagan va 𝑝 𝛼 bilan o`zaro tub bo`lmagan sonlar sonlar soni 𝑝 𝛼−1 ga teng, chunki faqat 𝑘𝑝, 0 ≤ 𝑘 < 𝑝 𝛼−1 sonlargina 𝑝 𝛼 bilan o`zaro tub bo`lmaydi. Shuning uchun 𝑝 𝛼 dan kichik va 𝑝 𝛼 bilan o`zaro tub sonlar soni 𝑝 𝛼 − 𝑝 𝛼−1 ta bo`ladi. 𝜑(𝑝 𝛼) = 𝑝 𝑎 (1 − 1 𝑝 ) 𝑚 = 𝑝1 𝛼1 ∙ 𝑝2 𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑛 𝛼𝑛 va 𝜑 multiplikativ bo`lgani uchun 𝜑(𝑚) = 𝜑(𝑝1 𝛼1 ) ∙ 𝜑(𝑝2 𝛼2 ) ∙ … ∙ 𝜑(𝑝𝑛 𝛼𝑛 ) = 𝑝1 𝛼1 (1 − 1 𝑝1 ) ∙ 𝑝2 𝛼2 (1 − 1 𝑝2 ) … 𝑝𝑛 𝛼𝑛 (1 − 1 𝑝𝑛 ) = 𝑝1 𝛼1 ∙ 𝑝2 𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑛 𝛼𝑛 (1 − 1 𝑝1 ) (1 − 1 𝑝2 ) ∙ … ∙ (1 − 1 𝑝𝑛 ) = 𝑚 (1 − 1 𝑝1 ) (1 − 1 𝑝2 ) ∙ … ∙ (1 − 1 𝑝𝑛 )
EYLER TEOREMASI.
 Agar a butun son 𝑚 bilan o`zaro tub bo`lsa, u holda 𝑎 𝜑(𝑚) = 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) (1) bo`ladi. 
ISBOTI. 
𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑(𝑚) (2) - m modul bo`yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasi bo`lsin, u holda 2-teoremaga ko`ra, 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝜑(𝑚) (3) ham m modul` bo`yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasi bo`ladi. Shuning uchun (3) sonlar ko`paytmasi (2) sonlar ko`paytmasi bilan m modul` bo`yicha taqqoslanadi, ya`ni 𝑎 𝜑(𝑚)𝑎1 ∙ 𝑎2 ∙ … ∙ 𝑎𝜑(𝑚) ≡ 𝑎1 ∙ 𝑎2 ∙ … ∙ 𝑎𝜑(𝑚)(𝑚𝑜𝑑𝑚) 𝑎1𝑎2 ∙ … ∙ 𝑎𝜑(𝑚) ko`paytma 𝑚 bilan o`zaro tub, shuning uchun taqqoslamaning xossasiga ko`ra, 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝜑(𝑚) ga bo`linishi mumkin, demak, 𝑎 𝜑(𝑚) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑚) bo`ladi. 
FERMA TEOREMASI.
 Agar a son p tub songa bo`linmasa, u holda 𝑎 𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝) taqqoslama o`rinli bo`ladi. 
ISBOTI.
 a son p tub songa bo`linmasa, u holda (𝑎, 𝑝) = 1 bo`ladi. 
Bundan, Eyler teoremasiga ko`ra, 𝑚 = 𝑝 va 𝜑(𝑝) = 𝑝 − 1 ekanligidan 𝑎 𝜑(𝑝) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝) 𝑎 𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝) bo`ladi, yoki (𝑎, 𝑝) = 1 bo`lgani uchun 𝑎 𝑝 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑𝑝).
Misol 1.
 Eyler funksiyasini hisoblang: 𝜑(18 ∙ 42) Yechish: 18 bilan o’zaro tub bo’lgan musbat sonlar: 1, 5, 7, 11, 13, 17. 
Demak, 18 bilan o’zaro tub bo’lgan musbat sonlar soni 6 ta; 42 bilan o’zaro tub bo’lgan musbat sonlar: 1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41. 
Demak, 42 bilan o’zaro tub bo’lgan musbat sonlar soni 12 ta 𝜑(𝑎 ∙ 𝑏) = 𝜑(𝑎) ∙ 𝜑(𝑏) ga asosan 𝜑(18 ∙ 42) = 𝜑(18) ∙ 𝜑(42) = 6 ∙ 12 = 72, ya’ni 𝜑(18 ∙ 42) = 72 yechim hosil bo’ladi.
Misol 2.
 7𝑥 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑 4) taqqoslamani Eyler teoremasi yordamida yeching. Yechish: 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) taqqoslama (a,m)=1 bo’lsa, u hola uning yechimi 𝑥 ≡ 𝑏 ∙ 𝑎 𝜑(𝑚)−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) formula yordamida topiladi. Haqiqatan ham Eyler teoremasiga ko’ra 𝑎 𝜑(𝑚)−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑚). Bundan 𝑎 𝜑(𝑚)𝑏 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) va 𝑎 ∙ 𝑎 𝜑(𝑚)−1𝑏 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) larni hosil qilsak, 𝑥 ≡ 𝑏𝑎 𝜑(𝑚)−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) kelib chiqadi. 7𝑥 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑 4) dan a=7, b=10, m=4 yechim 𝑥 ≡ 10 ∙ 7 𝜑(4)−1 (𝑚𝑜𝑑 4) ni topish uchun 𝜑(4) ni aniqlaymiz. 4 = 2 2 ekanligidan 𝜑(4) = 4 ∙ (1 − 1 2 ) = 2 kelib chiqadi. Demak, 𝑥 ≡ 10 ∙ 7 2−1 (𝑚𝑜𝑑 4). Agar 10 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4), 7 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4), 6 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4) taqqoslamalaran foydalansak 𝑥 ≡ 10 ∙ 7 2−1 (𝑚𝑜𝑑 4) = 2 ∙ 3 = 6 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4), ya’ni 𝑥 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4) yechimni hosil qilamiz. 
Birinchi darjali taqqoslamalar va ularni yechish usullari.
 1-TA`RIF.
 Ushbu 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) (1) ko`rinishdagi taqqoslama bir noma`lumli birinchi darajali taqqoslama deyiladi. (bu erda a va b-butun sonlar, m-natural son) 
2-TA`RIF.
 Agar (1) taqqoslamada 𝑥 = 𝑥0 bo`lganda 𝑎𝑥0 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) taqqoslama to`g`ri bo`lsa, u holda 𝑥0 son taqqoslamani qanoatlantiradi deyiladi.
3-TA`RIF. 

𝑚 modul` bo`yicha taqqoslamaning yechimlar soni deb, bu taqqoslamaning m modul` bo`yicha chegirmalarning to`liq sistemadagi yechimlar soniga aytiladi. 

Agar a son (1) taqqoslamani qanoatlantirsa u holda m modul` bo`yicha a bilan taqqoslanuvchi ∀ 𝑏 son ham bu taqqoslamani qanoatlantiradi, bunday 2 ta yechim bitta deb qaraladi.
Misol.
 5𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6), 0, 1, 2, 3, 4, 5 𝑥 = 3(𝑚𝑜𝑑6) 𝑥0 = 3 + 6𝑡, ∀𝑡 ∈ ℤ 𝑥0 = 9, 15, … sonlar ham bu taqqoslamani qanoatlantiradi.
 TEOREMA.
 Agar (𝑎, 𝑚) = 1 bo`lsa, u holda (1) taqqoslama yagona yechimga ega bo`ladi. 
ISBOTI. m modul` bo`yicha chegirmalarning to`la sistemasi 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 bo`lsin, u holda 𝑎𝑥1, 𝑎𝑥2, … , 𝑎𝑥𝑚 (2) ham chegirmalarning to`la sistemasi bo`lishi ma`lum. Agar (1) da 𝑥 o`rniga ketma ket (2) dagi chegirmalarni qo`yib ko`rsak, u holda bu taqqoslamaning chap qismi chegirmalarning to`la sistemasidagi barcha qiymatlardan o`tadi. Bu esa bitta va faqat bitta 𝑥𝑖 son uchun 𝑎𝑥𝑖 sonning b songa tegishli bo`lgan chegirma sinfiga tegishli bo`lishini bildiradi, bunda 𝑎𝑥𝑖 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑𝑚) bo`ladi. Demak, agar (𝑎, 𝑚) = 1 bo`lsa, (1) taqqoslama yagona bo`lgan 𝑥 = 𝑥𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑚) yoki 𝑥 = 𝑥𝑖 + 𝑚𝑡, 𝑡 ∈ ℤ yechimga ega bo`ladi. 
Misol.
 3𝑥 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑9) (3,6) = 3 ∧ 6 ⋮ 3 =2 3 ta yechimga ega. 𝑥 = 2(𝑚𝑜𝑑3) 

Demak,  berilgan taqqoslamaning barcha yechimlari 
𝑥 = 2(𝑚𝑜𝑑9), 𝑥 = 2 + 3(𝑚𝑜𝑑9) ≡ 5(𝑚𝑜𝑑9) 𝑥 ≡ 2 + 3 ∙ 2(𝑚𝑜𝑑𝑚) ≡ 8(𝑚𝑜𝑑9) bo`ladi. 
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