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1. Основнi поняття
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Означення 1
Матрицею A розмiром m× n називають прямокутну таблицю чисел, що мiстить m
рядкiв та n стовпцiв, i позначають

j-й стовпець
↓

A =


a11 a12 ... a1j ... a1n
a21 a22 ... a2j ... a2n
... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
am1 am2 ... amj ... amn

. ← i-й рядок

Скорочено матрицю записують A = (aij)
m,n
i,j=1, A = (aij), або Am×n = (aij)m×n, якщо треба

вказати розмiр матрицi. Числа aij , i = 1,m, j = 1, n, з яких складається матриця, називають
її елементами.
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Приклад 1
Розглянемо матрицю

A =


12 11 1
9 8 7
6 5 4
3 2 1

 .

Розмiр матрицi 4× 3.
Елемент a23 = 7.
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Типи матриць

Означення 2
Матрицю називають нульовою, якщо всi її елементи дорiвнюють нулю.Позначають
лiтерою O. Нульова матриця розмiру m× n позначають Om×n.

Приклад 2

Нульова матриця розмiру 2× 3: O =

(
0 0 0
0 0 0

)
.
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Означення 3
Матрицю називають квадратною, якщо кiлькiсть рядкiв цiєї матрицi дорiвнює
кiлькостi її стовпцiв, тобто m = n. Квадратну матрицю розмiру n× n називають
квадратною матрицею n-го порядку та позначають An (у разi необхiдностi вказати
порядок).

Набiр елементiв a11, a22, ..., ann квадратної матрицi An утворює головну дiагональ, а набiр
a1n, a2n−1, ..., an1 – побiчну дiагональ.

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . .
.

a2n

· · · . .
. . . . · · ·

an1 an2 . . . ann



головна дiагональ

побiчна дiагональ
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Означення 4
Квадратну матрицюназивають дiагональною, якщо всi елементи цiєї матрицi, окрiм,
можливо, елементiв головної дiагоналi, дорiвнюють нулю.

Приклад 3

Дiагональна матриця третього порядка:

 3 0 0
0 2 0
0 0 1

 .
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Означення 5
Дiагональну матрицю називають одиничною, якщо всi елементи головної дiагоналi
дорiвнюють одиницi. Позначають лiтерою E (En – одинична матриця n-го порядку).

Приклад 4
Одинична матриця 3-го порядку:

E3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Означення 6
Квадратну матрицю називають верхньою (нижньою) трикутною, якщо всi елементи, що
розташовано нижче (вище) головної дiагоналi, рiвнi нулю.

Приклад 5

• Верхня трикутна матриця:

A =

 3 2 1
0 −4 0
0 0 5


• Нижня трикутна матриця:

B =

 1 0 0
5 2 0
6 4 3


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Означення 7
Елемент рядку матрицi називають крайнiм (лiдером рядка), якщо вiн вiдмiнний вiд нуля,
а всi елементи, що знаходяться злiва вiд нього, дорiвнюють нулю, тобто aik крайнiй
елемент i-го рядку, якщо aik ̸= 0 i aij = 0, j = 1, k − 1.

Означення 8
Матрицю називають схiдчастою, якщо

1 нульовi рядки матрицi (якщо вони є) розташованi нижче вiд ненульових,
2 крайнiй елемент кожного ненульового рядку, знаходиться справа вiд крайнього

елемента попереднього рядку, тобто для кожного крайнього елементу aij , i ≥ 2
крайнiй елемент ai−1,k має k < j.

Приклад 6

A =

 1 2 4 7

0 0 1 0

0 −1 −1 3

 , B =

 1 2 4 7

0 −1 −1 3

0 0 0 0

 .

не схiдчаста схiдчаста
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Означення 9
Матрицю, яка мiстить один стовпець(один рядок) називають стовпцем або
матрицею-стовпцем або вектором-стовпцем (рядком або матрицею-рядком або
вектор-рядком). Вектор-стовпець та вектор-рядок називають також векторами.

Приклад 7

Матриця Am×1 = [ a⃗ ] =


a11
a21
...
am1

 є матрицею-стовпцем, що мiстить m елементiв.

Матриця B1×n =
[ ←
b
]
=

(
b11 b12 ... b1n

)
є матрицею-рядком, що мiстить n елементiв.
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2. Дiї над матрицями
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I. Рiвнiсть матриць

Означення 10
Матрицi A та B називають рiвними, якщо вони однакового розмiру i мають рiвнi
вiдповiднi елементи, позначають A = B.

Am×n = Bp×q ⇔ 1) m = p ∧ n = q;
2) aij = bij , i = 1,m, j = 1, n.
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II. Додавання (вiднiмання) матриць

Операцiю додавання (вiднiмання) матриць вводять тiльки для матриць однакового розмiру.

Означення 11
Сумою (рiзницею) двох матриць Am×n = (aij) та Bm×n = (bij) називають матрицю
Cm×n = (cij) таку, що

cij = aij + bij (cij = aij − bij), i = 1,m, j = 1, n.

Позначають C = A+B (C = A−B).
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Приклад 8

Нехай A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, B =

(
2 2 −2
−3 −5 4

)
, C =

(
−2 −3
1 0

)
.

Знайти A+B, A+ C , B −A та B − C .

Розв’язання. Знайдемо A+B та B −A:

A+B =

(
1 2 3
4 5 6

)
+

(
2 2 −2
−3 −5 4

)
=

=

(
1 + 2 2 + 2 3 + (−2)
4 + (−3) 5 + (−5) 6 + 4

)
=

(
3 4 1
1 0 10

)
;

B −A =

(
2 2 −2
−3 −5 4

)
−
(

1 2 3
4 5 6

)
=

=

(
2− 1 2− 2 −2− 3
−3− 4 −5− 5 4− 6

)
=

(
1 0 −5
−7 −10 −2

)
.

Cуми A+ C та рiзницi B − C не iснує, оскiльки матрицi A2×3, B2×3 мають розмiр
вiдмiнний вiд матрицi C2×2.
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III. Множення матрицi на число

Означення 12
Добутком матрицi Am×n = (aij) на число λ ∈ R називають матрицю Bm×n = (bij)
таку, що bij = λ · aij , i = 1,m, j = 1, n. Позначають B = λA.

Приклад 9

Нехай A =

 1 −4
−2 0
3 6

. Знайти 3 ·A.

Розв’язання.

3 ·A = 3 ·

 1 −4
−2 0
3 6

 =

 3 · 1 3 · (−4)
3 · (−2) 3 · 0

3 · 3 3 · 6

 =

 3 −12
−6 0
9 18

 .
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Означення 13
Матрицю −A = (−1) ·A називають протилежною до матрицi A.

Зауваження
рiзницю матриць A−B можна визначити як

A−B = A+ (−B).

Означення 14
Лiнiйною комбiнацiєю матриць Am×n = (aij) та Bm×n = (bij) називають матрицю
αA+ βB, де α та β – деякi числа з R.
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Основнi властивостi лiнiйних дiй над матрицями

Нехай A = Am×n, B = Bm×n, C = Cm×n – деякi довiльнi матрицi однакового розмiру,
α, β ∈ R, а O = Om×n – нульова матриця. Тодi,

1 Комутативнiсть додавання матриць: A+B = B +A;
2 Асоцiативнiсть додавання матриць: A+ (B + C) = (A+B) + C;
3 Властивiсть нульової матрицi: A+O = A;
4 Властивiсть протилежної матрицi: A+ (−A) = A−A = O;
5 1 ·A = A;
6 Дистрибутивнiсть множення матрицi на число щодо додавання матриць:
α · (A+B) = αA+ αB;

7 Дистрибутивнiсть множення матрицi на число щодо додавання чисел:
(α+ β) ·A = αA+ βA;

8 Асоцiативнiть множення матрицi на число: α · (βA) = (αβ) ·A.
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IV. Добуток матриць

Операцiя добутку двох матриць вводиться тiльки для випадку, коли число стовпцiв першої
матрицi дорiвнює числу рядкiв другої матрицi. Такi матрицi називаються узгодженими.

Означення 15
Добутком матрицi Am×n = (aij) на матрицю Bn×p = (bjk) називають матрицю
Cm×p = (cik) кожен елемент cik якої дорiвнює сумi добуткiв елементiв i-го рядку
матрицi A на вiдповiднi елементи k-го стовпця матрицi B, тобто

cik = ai1b1k + ai2b2k + ...+ ainbnk =

n∑
j=1

aijbjk, i = 1,m, k = 1, p.

Позначають C = A ·B.
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Отримання елемента cik схематично зображено нижче

 ⊕ ⊗ ⊙ ⊚
⊕ ⊗ ⊙ ⊚
⊕ ⊗ ⊙ ⊚

 ·


⊕ ⊕ ⊕ ⊕
⊗ ⊗ ⊗ ⊗
⊙ ⊙ ⊙ ⊙
⊚ ⊚ ⊚ ⊚

i-й рядок

k-й стовпець
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Приклад 10
Нехай,

A =

 1 2 3
−1 0 1
−1 −2 −3

 , B =

1 −1
2 2
0 −3


Знайти A ·B та B ·A (якщо це можливо).
Розв’язання. Добутку B ·A не iснує, оскiльки матрицi B3×2 та A3×3 не узгодженi. Але
A3×3 та B3×2 є узгодженими, тому знайдемо їх добуток:

A ·B =

 1 2 3
−1 0 1
−1 −2 −3

 ·
 1 −1

2 2
0 −3

 =

=

 1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 0 1 · (−1) + 2 · 2 + 3 · (−3)
(−1) · 1 + 0 · 2 + 1 · 0 (−1) · (−1) + 0 · 2 + 1 · (−3)

(−1) · 1 + (−2) · 2 + (−3) · 0 (−1) · (−1) + (−2) · 2 + (−3) · (−3)

 =

 5 −6
−1 −2
−5 6

 .
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Властивостi множення матриць
1 Асоцiативнiсть множення матриць: Якщо A = Am×n, B = Bn×l, C = Cl×p, то

A · (B · C) = (A ·B) · C;

2 Дистрибутивнiсть множення матриць щодо додавання матриць: Якщо
A = Am×n, B = Bn×l, C = Cn×l, D = Dl×p, то

A · (B + C) = A ·B +A · C, (B + C) ·D = B ·D + C ·D;

3 Асоцiативнiсть щодо множення на число: Якщо A = Am×n, B = Bn×l та α ∈ R, то

α(A ·B) = (αA) ·B = A · (αB);

4 Властивiсть одиничної матрицi:

Am×n · En = Em ·Am×n = A;

5 Властивiсть нульової матрицi:

Am×n ·On×p = Om×p, Ol×m ·Am×n = Ol×n.
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Комутуючi матрицi

Означення 16
Матрицi A та B називаються комутуючими ( або переставними), якщо A ·B = B ·A.

Зауваження
Вiдмiнностi вiд добутку дiйсних чисел:
1. A ·B незавжди дорiвнює B ·A.

Приклад 11
Нехай

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
1 0
1 1

)
.

Покажемо, що A ·B ̸= B ·A:

A ·B =

(
1 1
0 1

)
·
(

1 0
1 1

)
=

(
2 1
1 1

)
̸=

(
1 1
1 2

)
=

(
1 0
1 1

)
·
(
1 1
0 1

)
= B ·A.
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2. З того, що A ·B = O не обов’язково випливає, що A = O або B = O. Зокрема, з того,
що A2 = A ·A = O не обов’язково випливає, що A = O.

Приклад 12

Нехай A =

(
1 −1
1 −1

)
. Тодi A2 =

(
1 −1
1 −1

)
·
(

1 −1
1 −1

)
=

(
0 0
0 0

)
.
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V. Степiнь матрицi
Дана операцiя визначена лише для квадратних матриць.

Означення 17
Натуральним степенем k квадратної матрицi A називають квадратну матрицю Ak ,
яка задається спiввiдношенням

Ak = A ·A · ... ·A︸ ︷︷ ︸
k разiв.

Для k = 0 вважають, що A0
n = En.

Означення 18
Нехай є многочлен p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 та квадратна матриця A. Тодi

многочленом p вiд квадратної матрицi A називають матрицю

P (A) = anA
n + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A+ a0E.

Якщо f(A) = O, то матриця A – корiнь матричного многочлена f(A).
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Приклад 13
Нехай

f(x) = x2 − 2x+ 10, A =

(
1 −3
3 1

)
Знайти f(A).
Розв’язання.

f(A) = A2 − 2 ·A+ 10 · E =

=

(
1 −3
3 1

)
·
(

1 −3
3 1

)
− 2

(
1 −3
3 1

)
+ 10

(
1 0
0 1

)
=

=

(
−8 −6
6 −8

)
−
(

2 −6
6 2

)
+

(
10 0
0 10

)
=

(
0 0
0 0

)
.
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VI. Транспонування

Означення 19
Транспонування – перехiд вiд матрицi A розмiру m× n до матрицi AT розмiру n×m
при якому рядки та стовпцi мiняються мiсцями зi збереженням порядку. Матрицю AT

називають матрицею транспонованою до матрицi A:

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 , AT =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · amn

 .
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Приклад 14
Нехай

A =

(
6 5 4
3 2 1

)
.

Знайти AT .
Розв’язання.

AT =

(
6 5 4
3 2 1

)T

=

 6 3
5 2
4 1

 .
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Властивостi транспонування матриць

Нехай A, B - деякi довiльнi матрицi i α ∈ R. Тодi,
1 (AT)T = A;

2 Якщо A = Am×n, B = Bm×n, то (A+B)T = AT +BT ;
3 (αA)T = αAT;

4 Якщо A = Am×n, B = Bn×p, то (A ·B)T = BT ·AT .

Означення 20
Матрицю A називають симетричною, якщо AT = A, i кососиметричною, якщо AT = −A.

Наприклад, для довiльної матрицi A, матриця C = AAT – симетрична.
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VII. Елементарнi перетворення матриць

Означення 21
Елементарними перетвореннями матриць є:
- перестановка мiсцями двох рядкiв (двох стовпцiв) матрицi;
- множення всiх елементiв рядка (стовпця) на число, вiдмiнне вiд нуля;
- додавання до всiх елементiв рядку (стовпця) матрицi вiдповiдних елементiв
паралельного рядку (стовпця), помноженого на одне i те саме число.

Означення 22
Двi матрицi A i B називаються еквiвалентними, якщо одна з них може бути отримана з
iншої за допомогою елементарних перетворень. Записується A ∼ B.

За допомогою елементарних перетворень можна будь-яку матрицю привести до матрицi
схiдчастого вигляду.
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Приклад 15
Звести до схiдчастого вигляду матрицю:

0 2 3 1 −1
−5 4 11 2 1

−15 −2 12 −1 10
12 −6 −19 −3 −3


Розв’язання. 

0 2 3 1 −1
−5 4 11 2 1

−15 −2 12 −1 10
12 −6 −19 −3 −3

 ∼


1 2 3 0 −1
2 4 11 −5 1

−1 −2 12 −15 10
−3 −6 −19 12 −3



1
2
· II ст.

∼

∼


1 1 3 0 −1
2 2 11 −5 1

−1 −1 12 −15 10
−3 −3 −19 12 −3

 IIр.−2 · Iр.
IIIр.+Iр.
IV р.+3 · Iр.

∼
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
0 2 3 1 −1

−5 4 11 2 1
−15 −2 12 −1 10
12 −6 −19 −3 −3

 ∼


1 1 3 0 −1
2 2 11 −5 1

−1 −1 12 −15 10
−3 −3 −19 12 −3

 IIр.−2 · Iр.
IIIр.+Iр.
IV р.+3 · Iр.

∼

∼


1 1 3 0 −1

0 0 5 −5 3
0 0 15 −15 9
0 0 −10 12 −6

 IIIр.−3 · IIр.
IV р.+2 · IIр.

∼

∼


1 1 3 0 −1

0 0 5 −5 3
0 0 0 0 0

0 0 0 2 0

 ∼


1 1 3 0 −1

0 0 5 −5 3

0 0 0 2 0
0 0 0 0 0

 .
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3. Приклади застосувань
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I. Матричний запис в моделюваннi мереж

1⃝

2⃝

3⃝

4⃝

5⃝

1

2

3

4

5

6

7

Рис. 1:

У цьому пунктi використано матерiали з роботи В.В. Булдигiна,
I.В. Алєксєєвої та iн. [2].

Матрицi використовують для опису електричних мереж, потокiв
на шляхах, виробничих процесiв тощо.
Мережу, зображену на рис. 1, складає 7 гiлок або ребер
(з’єднань, занумерованих 1,2,...,7) та 5 вузлiв (точок, де двi або
бiльше гiлок сполучаються) з одним заземленим вузлом (на
кожнiй гiлцi вказано напрям).
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1⃝

2⃝

3⃝

4⃝

5⃝

1

2

3

4

5

6

7

Рис. 1:

Мережу описують за допомогою "вузлової iнцидентної матрицi"
A = (aij)5×7, де

aij =

 +1, якщо гiлка j виходить з вузла i⃝ ;
−1, якщо гiлка j входить у вузол i⃝ ;
0, якщо гiлка j не зв’язана з вузлом i⃝ .

А саме:

A =

гiлка 1 2 3 4 5 6 7
вузол 1⃝
вузол 2⃝
вузол 3⃝
вузол 4⃝
вузол 5⃝


1 1 0 0 0 −1 −1
−1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 1 0
0 −1 −1 1 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 1


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II. Цифрова фотографiя (додавання матриць)

Усi зображення, якi можна побачити в мережi Iнтернет, створенi або опрацьованi за допомо-
гою комп’ютера або iншої цифрової технiцi (наприклад, цифрового фотоапарата) i збереженнi
у виглядi цифрового файлу. Цифрове зображення подiлене на тисячi або, навiть, мiльйони
пiкселiв (маленьких квадратикiв), якi отримуються подiлом будь-якого зображення сiткою.
Розглянемо на простому прикладi представлення зображення у виглядi матрицi та операцiю
збiльшення його контрастностi.
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Бiлий

0

Свiтло
сiрий

1

Темно
сiрий

2

Чорний

3

Рис. 2: Рис. 3: Рис. 4:

Наприклад, лiтеру Т на рис. 2 зображено за допомогою 9 пiкселiв у сiтцi 3× 3. Розглянемо
чотири вiдтiнки: бiлий, свiтло-сiрий, темно-сiрий та чорний i занумеруємо їх як 0, 1, 2, 3
вiдповiдно (рис. 3).
Запишемо матрицю, яка вiдповiдає цифровiй фотографiї лiтери Т, кожний елемент якої вiд-
повiдає використаному вiдтiнку:

A =

 2 2 2
1 2 1
1 2 1

 .
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Бiлий

0

Свiтло
сiрий

1

Темно
сiрий

2

Чорний

3

Рис. 2: Рис. 3: Рис. 4:
Щоб збiльшити контрастнiсть фотографiї (темно-сiрий вiдтiнок лiтери перетвориться на чор-
ний (тобто збiльшити на 1), а свiтло-сiрий вiдтiнок на бiлий (тобто зменшити на 1)) (рис. 4),
до матрицi фотографiї A треба додати матрицю

B =

 1 1 1
−1 1 −1
−1 1 −1

 ,

тобто A+B =

 2 2 2
1 2 1
1 2 1

+

 1 1 1
−1 1 −1
−1 1 −1

 =

 3 3 3
0 3 0
0 3 0

 .
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