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1. Обернена матриця та її
властивостi
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Означення 1
Матрицю A−1 називають оберненою до квадратної матрицi A, якщо

A ·A−1 = A−1 ·A = E.

При цьому саму матрицю A називають оборотною.

Зауваження
Матриця A−1 має такий самий порядок, що й матриця A.
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Tеорема 1
Якщо обернена матриця iснує, то вона єдина.

Доведення
Доведемо вiд супротивного. Нехай iснує двi рiзнi оберненi матрицi A−1

1 , A−1
2 . Тодi,

A−1
1 = A−1

1 · E = A−1
1 · (A ·A−1

2 ) = (A−1
1 ·A) ·A−1

2 = E ·A−1
2 = A−1

2 .

Отримуємо протирiччя. Теорему доведено.
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Властивостi оберненої матрицi

Нехай дано невиродженi квадратнi матрицi A та B однакового порядку. Тодi

1 (A−1)−1 = A;

2 det(A−1) =
1

detA
;

3 (A ·B)−1 = B−1 ·A−1;

4 (AT )−1 = (A−1)T .
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Означення 2
Матрицею, приєднаною до матрицi An =

(
aij

)n
i,j=1

називають матрицю

A∗ =
(
(Aij)

n
i,j=1

)T

=


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 ,

де Aij – алгебраїчне доповнення елемента aij , i, j = 1, n матрицi А (визначається так
само, як алгебраїчне доповнення елемента визначника).
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Tеорема 2 (Критерiй iснування оберненої матрицi)
Матриця має обернену тодi i тiльки тодi, коли вона є невиродженою (detA ̸= 0),
причому

A−1 =
1

detA
·A∗. (1)

Доведення
Необхiднiсть. Доведемо вiд супротивного. Нехай матриця A є виродженою (|A| = 0)
та має обернену матрицю, тобто A · A−1 = E. Тодi |A · A−1| = |E|, i |A · A−1| =
|A|·|A−1| = 0·|A−1| = 0 = |E| = 1, приходимо до протирiччя. Необхiднiсть доведено.
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Достатнiсть. Нехай матриця A є невиродженою. Покажемо, що матриця A−1, яку за-
дано (1), буде оберненою до матрицi A. Розглянемо,

A ·A−1 =
1

detA
·A ·A∗ =

1

detA
·


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ·


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 =

=
1

detA

(
n∑

k=1

aikAjk

)n

i,j=1

.

З властивостей алгебраїчних доповнень (розклад визначника за рядком та теорема
анулювання) випливає, що

n∑
k=1

aikAjk =

{
0, i ̸= j,

detA, i = j,
, i, j = 1, n.

З останього випливає, що A ·A−1 = En, що й треба було довести.
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2. Метод приєднаної матрицi для
знаходження оберненої матрицi
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На останнiй теоремi ґрунтується метод розрахунку оберненої матрицi, який називається ме-
тодом приєднаної матрицi.

Схема методу приєднаної матрицi

Крок 1. Знаходимо detA. Якщо detA = 0, тодi матрицi, оберненої до матрицi A не
iснує. В протилежному випадку ( detA ̸= 0 ) переходимо до наступного
кроку.

Крок 2. Обчислюємо приєднану матрицю A∗ = (Aij)
T та пiдставляємо у формулу

A−1 =
1

detA
·A∗.

Перевiрка Перевiряємо правильнiсть знайденої оберненої матрицi:

A−1 ·A = A ·A−1 = E.
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Формула для оберненої матрицi 2-го порядку
Запишемо формулу для обчислення оберненої матрицi 2-го порядку

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

причому detA ̸= 0. Тодi

A−1 =
1

detA

(
a22 −a12
−a21 a11

)
.
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Приклад 1
Нехай

A =

(
4 2
2 1

)
, B =

(
4 3
2 1

)
.

Знайти A−1 та B−1, якщо вони iснують.
Розв’язання. Перевiримо, чи є матриця A невиродженою. Для цього знайдемо визначник

detA =

∣∣∣∣4 2
2 1

∣∣∣∣ = 4 · 1− 2 · 2 = 4− 4 = 0.

Тому A−1 не iснує.
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Аналогiчно, перевiримо спочатку чи є матриця B невиродженою:

detB =

∣∣∣∣4 3
2 1

∣∣∣∣ = 4 · 1− 3 · 2 = 4− 6 = −2 ̸= 0.

Матриця B – невироджена, тому, B−1 iснує. Знайдiмо її:

B−1 =

(
4 3
2 1

)−1

= −1

2

(
1 −3
−2 4

)
=

(
− 1

2
3
2

1 −2

)
.

Перевiримо правильнiсть знаходження

B−1 ·B = −1

2

(
1 −3

−2 4

)
·
(
4 3
2 1

)
= −1

2

(
−2 0
0 −2

)
= E.
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Формула для оберненої матрицi 3-го порядку
Запишемо формулу для обчислення оберненої матрицi 3-го порядку. Нехай

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

причому detA ̸= 0. Тодi

A−1 =
1

detA
·

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 .
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Приклад 2
Знайти A−1, якщо

A =

 −1 2 3
2 2 1
0 −1 −1

 .

Розв’язання. Перевiримо, чи є матриця A невиродженою:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 3

2 2 1

0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 3

2 2 1

0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1) · 2 · (−1) + 2 · 1 · 0 + 3 · 2 · (−1)−
(
3 · 2 · 0 + 2 · 2 · (−1) + (−1) · 1 · (−1)

)
=

= 2 + 0− 6− (0− 4 + 1) = −4 + 3 = −1 ̸= 0.

Отримали, що detA = −1 ̸= 0, тобто матриця A – невироджена i A−1 iснує. Знайдемо її.
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Для знаходження A−1 обчислимо всi алгебраїчнi доповнення:

A11 = (−1)2
∣∣∣∣ 2 1
−1 −1

∣∣∣∣ = −1, A21 = (−1)3
∣∣∣∣ 2 3
−1 −1

∣∣∣∣ = −1, A31 = (−1)4
∣∣∣∣ 2 3
2 1

∣∣∣∣ = −4,

A12 = (−1)3
∣∣∣∣ 2 1
0 −1

∣∣∣∣ = 2, A22 = (−1)4
∣∣∣∣ −1 3

0 −1

∣∣∣∣ = 1, A32 = (−1)5
∣∣∣∣ −1 3

2 1

∣∣∣∣ = 7,

A13 = (−1)4
∣∣∣∣ 2 2
0 −1

∣∣∣∣ = −2, A23 = (−1)5
∣∣∣∣ −1 2

0 −1

∣∣∣∣ = −1, A33 = (−1)6
∣∣∣∣ −1 2

2 2

∣∣∣∣ = −6.

Таким чином, A−1 =
1

−1

 −1 −1 −4
2 1 7

−2 −1 −6

 =

 1 1 4
−2 −1 −7
2 1 6

 .

Перевiримо правильнiсть знаходження

A−1 ·A =

 1 1 4
−2 −1 −7
2 1 6

 ·

 −1 2 3
2 2 1
0 −1 −1

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = E.
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3. Матричнi рiвняння
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Розглянемо рiвняння вiдносно невiдомої матрицi X = (xij) розмiру m× n

A ·X = B, (2)

де A i B – вiдомi матрицi розмiрiв m×m та m× n вiдповiдно.
Якщо матриця A у рiвняннi (2) є невиродженою, тодi для неї iснує обернена матриця A−1.
В цьому випадку розв’язок рiвняння (2) можна подати у виглядi

X = A−1 ·B.

Дiйсно, якщо ми домножимо лiву та праву частину рiвняння (2) злiва на A−1, отримаємо

X = E ·X =
(
A−1 ·A

)
·X = A−1 · (A ·X) = A−1 ·B.
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Розглянемо рiвняння вiдносно невiдомої матрицi X = (xij) розмiру m× n

X ·A = B, (3)

де A i B – вiдомi матрицi розмiрiв n× n та m× n вiдповiдно.
У випадку невиродженостi матрицi A, розв’язок рiвняння представляється у виглядi

X = B ·A−1.

Показується даний факт аналогiчно до попереднього, тiльки ми лiву та праву частини рiв-
няння домножаємо на A−1 справа.
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Розглянемо рiвняння вiдносно невiдомої матрицi X = (xij) розмiру m× n

A ·X ·B = C, (4)

де A, B i C – вiдомi матрицi розмiрiв m×m, n× n та m× n вiдповiдно.
У випадку невиродженостi матриць A i B, розв’язок рiвняння представляється у виглядi

X = A−1 · C ·B−1.

Показується даний факт аналогiчно до попереднiх.
Рiвняння (2)− (4) називаються матричними рiвняннями.
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Приклад 3

Розв’язати матричне рiвняння XA = B, якщо A =

(
3 1

−2 −2

)
, B =

 5 3
6 2
7 1

 .

Розв’язання. Маємо рiвняння типу (3), розв’язок якого, у разi невиродженостi A,
шукається у виглядi X = B ·A−1. Знайдемо спочатку

detA =

∣∣∣∣ 3 1
−2 −2

∣∣∣∣ = 3 · (−2)− 1 · (−2) = −6 + 2 = −4 ̸= 0.

Отже, матриця A невироджена i для знаходження X потрiбно обчислити

A−1 =

(
a11 a12
a21 a22

)−1

=
1

detA

(
a22 −a12
−a21 a11

)
= −1

4

(
−2 −1
2 3

)
.
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Знайдемо розв’язок нашого рiвняння

X = B ·A−1 = −1

4
·

 5 3
6 2
7 1

·
(

−2 −1
2 3

)
= −1

4
·

 −4 4
−8 0

−12 −4

 =

 1 −1
2 0
3 1

 .
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4. Приклад застосування оберненої
матрицi при кодуваннi повiдомлень
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У цьому пунктi використано матерiали з роботи В.В. Булдигiна, I.В. Алєксєєвої та iн. [2].
Розглянемо простий спосiб закодувати повiдомлення. Кожнiй лiтерi латинської абетки зi-
ставляють номер (число):

A B C D E F G H I J K L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

N O P Q R S T U V W X Y Z
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

”пробiлу” ставлять у вiдповiднiсть 0.
Наприклад, числова послiдовнiсть, яка вiдповiдає слову LINE буде:

12, 9, 14, 5.

Пiсля цього, отриману послiдовнiсть чисел, що вiдповiдають повiдомленню, перетворюють
на матрицю, записуючи числа у стовпцi. Нарештi, помножуючи отриману матрицю повiдом-
лення на невироджену (отже, й оборотну) матрицю A, кодують повiдомлення. За допомогою
оберненої матрицi A−1 повiдомлення можна розкодувати.
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Кодування повiдомлення
Закодуємо повiдомлення LINE.

1 Записуємо повiдомлення за допомогою чисел

12, 9, 14, 5.

2 Записуємо матрицю по стовпцях i формуємо квадратну матрицю (у разi, якщо не
вистачає чисел для формування квадратної матрицi, заповнюють числове
повiдомлення наприкiнцi нулями):

M =

(
12 14
9 5

)
.

I.В. Орловський Обернена матриця. Матричнi рiвняння



3 Обираємо довiльну невироджену матрицю, наприклад

A =

(
1 −1
−1 2

)
,

i множимо її на матрицю M . Дiстаємо криптограму

C = A ·M =

(
1 −1
−1 2

)
·
(

12 14
9 5

)
=

(
3 9
6 −4

)
.

4 Отже, закодоване повiдомлення буде мати вигляд

3, 6, 9, −4.
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Розкодування повiдомлення
Розкодуємо одержане повiдомлення.

1 Знаходимо матрицю A−1, яка є оберненою до кодувальної матрицi A, тобто дiстаємо
розкодувальну матрицю:

A−1 =

(
2 1
1 1

)
.

2 Множачи розкодувальну матрицю A−1 на закодовану матрицю C , дiстаємо матрицю
повiдомлення:

M = A−1 · C =

(
2 1
1 1

)
·
(

3 9
6 −4

)
=

(
12 14
9 5

)
.

3 Записуємо початкове числове повiдомлення

12, 9, 14, 5.

i його лiтерний оригiнал LINE.
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