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1. Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть
стовпцiв(рядкiв) матрицi
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Нехай задано матрицю

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 .

Якщо позначити i-й рядок матрицi, як

⃗ai =
(
ai1 ai2 · · · ain

)
, i = 1,m,

а j-стовпець, як

a⃗j =


a1j
a2j
· · ·
amj

 , j = 1, n,

то матрицю можна представити наступним чином:

A =


⃗a1
⃗a2
· · ·
⃗am

 =
(
a⃗1 a⃗2 · · · a⃗n

)
.

I.В. Орловський Ранг матрицi та його властивостi



Стовпцi та рядки матрицi при цьому можна розглядати, як матрицi-рядки та матрицi-стовпцi,
а тому над ними, як i над будь-якими iншими матрицями, можна виконувати лiнiйнi операцiї,
причому цi операцiї завжди будуть коректно визначенi для рядкiв(стовпцiв) однiєї матрицi
(можливi обмеження вiдносяться до операцiї додавання матриць), оскiльки всi рядки(стовпцi)
матрицi завжди мають однаковi розмiри.
Лiнiйнi операцiї над стовпцями(рядками) дозволяють складати стовпцi(рядки) у виглядi ви-
разiв

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + ...+ λka⃗k (λ1 ⃗a1 + λ2 ⃗a2 + ...+ λk ⃗ak ) ,

де a⃗1, . . . , a⃗k ( ⃗a1, . . . , ⃗ak) – довiльний набiр стовпцiв (рядкiв) однакового розмiру, λ1, . . . , λk

– дiйснi числа, якi називають лiнiйними комбiнацiями стовпцiв (рядкiв).
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Приклад 1

Нехай A =

 6 5
4 3
2 1

 . Записати рядки i стовпцi матрицi, та знайти ⃗a1 + 2 ⃗a2 − 7 ⃗a3,

3a⃗2 − 2a⃗1.

Розв’язання. Матриця A має розмiр 3× 2, тому вона утворює три матрицi-рядка та двi
матрицi-стовпця:

⃗a1 =
(
6 5

)
, ⃗a2 =

(
4 3

)
, ⃗a3 =

(
2 1

)
, a⃗1 =

 6
4
2

 , a⃗2 =

 5
3
1

 .

Знайдемо тепер вказанi лiнiйнi комбiнацiї
⃗a1 + 2 ⃗a2 − 7 ⃗a3 =

(
6 5

)
+ 2 ·

(
4 3

)
− 7 ·

(
2 1

)
=

(
0 4

)
,

3a⃗2 − 2a⃗1 = 3 ·

 5
3
1

− 2 ·

 6
4
2

 =

 15
9
3

−
 12

8
4

 =

 3
1
−1

 .
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Означення 1
Стовпцi a⃗1, a⃗2, ..., a⃗k називають лiнiйно залежними, якщо iснують такi дiйснi числа
λ1, λ2, ..., λk , хоча б одне з яких не дорiвнює нулю (λ2

1 + λ2
2 + ...+ λ2

k ̸= 0), що

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + ...+ λka⃗k = 0⃗. (1)

Якщо рiвнiсть (1) виконується лише у випадку, коли λ1 = λ2 = ... = λk = 0, то стовпцi
a⃗1, ..., a⃗s називають лiнiйно незалежними.
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Приклад 2
Покажемо, що стовпцi одиничної матрицi n-го порядку:

En =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1

 =
(
e⃗1 e⃗2 · · · e⃗n

)
.

є лiнiйно незалежними (для рядкiв показується аналогiчно). Дiйсно,
λ1

λ2

· · ·
λn

 = λ1


1
0
· · ·
0

+ λ2


0
1
· · ·
0

+ ...+ λn


0
0
· · ·
1

 = λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + ...+ λne⃗n = 0⃗ =


0
0
· · ·
0

 ,

яке може виконуватись, використовуючи означення рiвностi матриць, лише при
λ1 = λ2 = ... = λn = 0.
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Приклад 3
Зауважимо, ще одну особливiсть отриманої лiнiйно незалежної сукупностi стовпцiв:
довiльний стовпець a⃗ розмiру n× 1, має єдине представлення у виглядi лiнiйної комбiнацiї
векторiв e⃗i, i = 1, n:

a1
a2
· · ·
an

 = a1


1
0
· · ·
0

+ a2


0
1
· · ·
0

+ ...+ an


0
0
· · ·
1

 = a1e⃗1 + a2e⃗2 + ...+ ane⃗n.

Перенесенням стовпця a⃗ у праву частину отримаємо

0⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2 + ...+ ane⃗n − a⃗.

Останнє означає, що система стовпцiв стане вже лiнiйно залежною.
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Tеорема 1 (Критерiй лiнiйної залежностi стовпцiв)

Для того, щоб стовпцi a⃗1, a⃗2, ..., a⃗k були лiнiйно залежними, необхiдно i достатньо, щоб
один з них був лiнiйною комбiнацiєю iнших векторiв системи.

Доведення
Необхiднiсть. Нехай вектори a⃗1, a⃗2, ..., a⃗k – лiнiйно залежнi. Тодi, за означенням,
iснують такi числа λ1, λ2,...,λk , серед яких хоча б одне не рiвне нулю, що

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + ...+ λka⃗k = 0⃗.

Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що λk ̸= 0. Тодi

a⃗k = −λ1

λk
a⃗1 −

λ2

λk
a⃗2 − ...− λk−1

λk
a⃗k−1 = α1a⃗1 + α2a⃗2 + ...+ αk−1a⃗k−1,

де αi = − λi

λk
, i = 1, k − 1. Тобто вектор a⃗k є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a⃗1,

a⃗2,...,⃗ak−1.
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Достатнiсть. Нехай вектор a⃗k є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a⃗2, ..., a⃗k−1, тобто

a⃗k = α1a⃗1 + α2a⃗2 + ...+ αk−1a⃗k−1,

для деяких дiйсних чисел α1, α2, ..., αk−1. Але тодi

α1a⃗1 + α2a⃗2 + ...+ αk−1a⃗k−1 − a⃗k = 0⃗,

звiдки випливає, що вектори a⃗1, a⃗2,...,⃗ak – лiнiйно залежнi з

λi =

{
αi, i = 1, k − 1;
−1, i = k,

i, принаймнi, λk = −1 ̸= 0. ■

Зауваження
Для рядкiв поняття лiнiйної залежностi та незалежностi, а також критерiй лiнiйної
залежностi, задаються повнiстю аналогiчно.

I.В. Орловський Ранг матрицi та його властивостi



2. Ранг матрицi
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Розглянемо матрицю A розмiру m× n

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


Означення 2
Мiнором k-го порядку матрицi Am×n називають визначник, який складається з
елементiв матрицi, що стоять на перетинi довiльно обраних k рядкiв та k стовпцiв
(k ≤ min{m,n}), зi збереженням порядку цих рядкiв та стовпцiв.

Якщо обрано рядки з номерами i1, i2, . . . , ik , та стовпцi з номерами j1, j2, . . . , jk , то вiд-
повiдний мiнор будемо позначати M j1, j2, ..., jk

i1, i2, ..., ik
. При цьому кажуть, що мiнор розташовано

на перетинi цих рядкiв та стовпцiв, або його утворено цими рядками та стовпцями.
Зауваження
Всього мiнорiв k-го порядку можна скласти Ck

m · Ck
n .
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Приклад 4
Нехай задано матрицю

A =

 a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

 .

Знайти M3
2 , M2,4

1,3 , M1,2,4
1,2,3 .

Розв’язання.

M3
2 = |a23| , M2,4

1,3 =

∣∣∣∣ a12 a14
a32 a34

∣∣∣∣ , M1,2,4
1,2,3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a14
a21 a22 a24
a31 a32 a34

∣∣∣∣∣∣ .
Зауваження

Прийнято вважати, що позначення M j1, j2, ..., jk
i1, i2, ..., ik

вiдповiдає мiнору матрицi, якщо верхнi та
нижнi iндекси впорядкованi за зростанням. В протилежному випадку, якщо порядок
iндексiв iнших, позначення вiдповiдає визначнику, який отримано з вiдповiдного мiнора
перестановкою рядкiв та стовпцiв.
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Означення 3
Рангом матрицi A, називають найбiльший iз порядкiв вiдмiнних вiд нуля мiнорiв
матрицi. Позначається r, r(A) або rangA.

Ранг нульової матрицi вважають рiвним нулю.

Означення 4
Нехай rangA > 0. Мiнор матрицi, порядок якого дорiвнює ранг матрицi, називають
базисним, а рядки та стовпцi, якi утворюють цей мiнор базисними рядками та
стовпцями.

Зауваження
У матрицi може бути декiлька базисних мiнорiв.
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Приклад 5
Знайти ранг матрицi:

A =

 1 0 4 0
2 0 8 0
3 0 10 0

 .

Розв’язання. Оскiльки мiнор M1
1 = |1| ≠ 0, то rangA ≥ 1. Також

M1,3
1,3 =

∣∣∣∣ 1 4
3 10

∣∣∣∣ = 10− 12 = −2 ̸= 0,

то rangA ≥ 2. Помiтимо, що будь який з мiнорiв 3-го порядку має мiстити 2-й або 4-й
стовпець, що складається з нулiв, а тому дорiвнює нулю. Таким чином, rangA = 2.
Базисний мiнор

M1,3
1,3 =

∣∣∣∣ 1 4
3 10

∣∣∣∣ , M1,3
2,3 =

∣∣∣∣ 2 8
3 10

∣∣∣∣ .
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Основнi властивостi ранга матрицi

1 0 ≤ rangAm×n ≤ min{m,n}, де min{m,n} - найменше з чисел m та n.

2 Якщо rangA = r, то матриця A має хоча б один мiнор порядку r, не рiвний нулю
(базисний мiнор), а всi її мiнори порядкiв, вищих за r, рiвнi нулю.

3 При транспонуваннi матрицi її ранг не змiнюється, тобто rangA = rangAT .

4 Ранг матрицi не змiнюється при елементарних перетвореннях матрицi.

5 Якщо викреслити з матрицi нульовий рядок (або стовпець), то ранг матрицi не
змiниться.

6 Якщо до матрицi дописати ще один рядок (або стовпець), то ранг матрицi може або
збiльшитися на одиницю, або залишитися без змiн.

7 Ранг схiдчастої матрицi дорiвнює кiлькостi не нульових рядкiв.
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8 (Теорема про базисний мiнор)
1 Базиснi рядки (стовпцi) матрицi A, якi вiдповiдають будь-якому її базисному мiнору, є

лiнiйно незалежними.
2 Будь-який рядок(стовпець) матрицi A є лiнiйною комбiнацiєю базисних рядкiв(стовпцiв).

9 Нехай A – квадратна матриця n-го порядку. Наступнi твердження еквiвалентнi:
1 rangA = n;
2 detA ̸= 0;
3 A – невироджена;
4 рядки (стовпцi) матрицi A є лiнiйно незалежними.

10 Нехай A – квадратна матриця n-го порядку. Наступнi твердження еквiвалентнi:
1 rangA < n;
2 detA = 0;
3 A – вироджена;
4 рядки (стовпцi) матрицi A є лiнiйно залежними.
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11 Лiнiйно незалежнi рядки (стовпцi) матрицi, кiлькiсть яких спiвпадає з рангом матрицi, є
базисними рядками (стовпцями).

12 Для будь якої матрицi найбiльша кiлькiсть її лiнiйно незалежних рядкiв спiвпадає з
найбiльшою кiлькiстю її лiнiйно незалежних стовпцiв i дорiвнює рангу матрицi.

13 rang(A+B) ≤ rangA+ rangB.

14 rang(A ·B) ≤ min
{
rangA, rangB

}
.
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3. Методи обчислення ранга матрицi
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I. Метод обвiдних мiнорiв

Означення 5
Обвiдним мiнором до мiнора порядка k матрицi Am×n називається мiнор (k + 1)-го
порядка цiєї матрицi, який цiлком мiстить даний мiнор порядка k.

Tеорема 2
Якщо для деякого ненульового мiнора матриця всi його обвiднi мiнори рiвнi нулю, то вiн
є базисним.
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Алгоритм методу обвiдних мiнорiв

Крок 1. Якщо матриця нульова, то r(A) = 0, iнакше r(A) ≥ 1, i переходимо до
наступного кроку.

Крок 2. Знаходимо у матрицi мiнор 2-го порядка M2, вiдмiнний вiд нуля. Якщо
такого мiнора немає, то r(A) = 1, i пошук припиняємо. Iнакше r(A) ≥ 2, i
переходимо до наступного кроку.

Крок 3. Обчислюємо всi мiнори 3-го порядка, обвiднi до M2. Якщо серед них немає
мiнорiв вiдмiнних вiд нуля, то r(A) = 2, i пошук припиняємо. Iнакше, iснує
мiнор M3 не рiвний нулю. В цьому випадку r(A) ≥ 3, i процедуру
продовжуємо.

Продовжуємо процедуру.

Крок k. Нехай знайдено мiнор (k − 1)-го порядка Mk−1, вiдмiнний вiд нуля, тобто
r(A) ≥ k − 1. Обчислимо всi мiнори k-го порядку, обвiднi до Mk−1. Якщо
серед них немає мiнорiв вiдмiнних вiд нуля, то r(A) = k − 1. Iнакше iснує
мiнор Mk , вiдмiнний вiд нуля, а отже r(A) ≥ k, i процедуру пошуку
продовжуємо.
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Приклад 6

Знайти ранг матрицi A =

1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

 методом обвiдних мiнорiв.

Розв’язання. Оскiльки матриця A не нульова, тому rangA ≥ 1. Також не важко помiтити,
що у матрицi є мiнор 2-го порядка, вiдмiнний вiд нуля. Наприклад,

M1,2
1,2 =

∣∣∣∣1 1
1 −5

∣∣∣∣ ̸= 0.

Останнє означає, що rangA ≥ 2. Будемо шукати мiнори 3-го порядку, обвiднi до M1,2
1,2 .

Помiтимо, що таких мiнорiв лише два: M1,2,3
1,2,3 та M1,2,4

1,2,3 .

I.В. Орловський Ранг матрицi та його властивостi



Обчислюємо їх:

M1,2,3
1,2,3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3

1 −5 1

2 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3

1 −5 1

2 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 1 · (−5) · 5 + 1 · 1 · 2 + 3 · 1 · (−1)−
(
3 · (−5) · 2 + 1 · 1 · 5 + 1 · 1 · (−1)

)
=

= −25 + 2− 3− (−30 + 5− 1) = −26 + 26 = 0;

M1,2,3
1,2,3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 5

1 −5 −3

2 −1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 5

1 −5 −3

2 −1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 1 · (−5) · 6 + 1 · (−3) · 2 + 5 · 1 · (−1)−
(
5 · (−5) · 2 + 1 · 1 · 6 + 1 · (−3) · (−1)

)
=

= −30− 6− 5− (−50 + 6 + 3) = −41 + 41 = 0.

Оскiльки обидва мiнори, обвiднi до M1,2
1,2 , рiвнi нулю, то цей мiнор є базисним, а тому

r(A) = 2.
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II. Метод елементарних перетворень
Оскiльки, згiдно з властивiстю 4, елементарнi перетворення не змiнюють ранг матрицi, то за
їх допомогою матрицю можна звести до схiдчастого вигляду, а ранг схiдчастої матрицi, згiдно
з 7, дорiвнює кiлькостi ненульових рядкiв. В цьому є суть методу елементарних перетворень

Зауваження
Для побудови базисного мiнора схiдчастої матрицi, достатньо обрати ненульовi рядки, а у
якостi стовпцiв обрати тi, що мiстять крайнi елементи кожного рядка.

Зауваження
Використовуючи метод елементарних перетворень на практицi, при появi нульових рядкiв,
їх доцiльно викреслювати iз матрицi, оскiльки згiдно з 5, це не змiнює ранг матрицi.
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Приклад 7

Знайти ранг матрицi A =

 1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

 методом елементарних перетворень.

Розв’язання.

A =

 1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

 ← IIр.− Iр.
← IIIр.− 2Iр.

∼

 1 1 3 5
0 −6 −2 −8
0 −3 −1 −4


← IIIр.− 1

2IIр.
∼

∼

 1 1 3 5
0 −6 −2 −8
0 0 0 0

 ∼
(

1 1 3 5
0 −6 −2 −8

)
.

Маємо два ненульовi рядки, тому rangA = 2. У якостi базисного мiнора, враховуючи

зауваження, вiзьмемо M1,2
1,2 =

∣∣∣∣ 1 1
0 −6

∣∣∣∣ = −6 ̸= 0.
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