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1. Основнi поняття
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Величини, якi повнiстю визначаються своїм чисельним значенням, називають скалярними.
Наприклад, площа, об’єм, температура, маса.
Iншi величини, наприклад, сила, швидкiсть, прискорення, визначаються не тiльки своїм чи-
сельним значенням, але й напрямом. Такi величини називають векторними. Векторна вели-
чина геометрично зображується за допомогою вектора

Означення 1
Вектор – це напрямний прямолiнiйний вiдрiзок, тобто вiдрiзок, який має певну довжину i
певний напрямок.

Якщо, A – початок вектора, а B – його кiнець, тодi вектор позначають символом −−→
AB або a⃗.

Означення 2

Вектор −−→
BA (його початок в т. B, а кiнець в т. A) називають протилежним вектору

−−→
AB. Вектор, протилежний вектору a⃗, позначають −a⃗.
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Означення 3

Довжиною або модулем вектора −−→
AB називають довжину вiдрiзка вiд точки A до точки

B, i позначають |
−−→
AB|.

Означення 4
Вектор, довжина якого дорiвнює нулю, називають нульовим вектором i позначають 0⃗.
Нульовий вектор напряму не має.

Означення 5
Вектор, довжина якого дорiвнює одиницi, називають одиничним вектором i позначають
e⃗. Одиничний вектор, напрям якого спiвпадає з напрямом вектора a⃗, називають ортом
вектора a⃗ i позначають a⃗o
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Означення 6

Вектори a⃗ i b⃗, називають колiнеарними, якщо вони лежать на однiй прямiй або на
паралельних прямих; записується a⃗||⃗b.
Якщо колiнеарнi вектори мають один напрям, тодi їх називають спiвнаправленими i
позначають a⃗ ↑↑ b⃗; якщо вектори мають протилежнi напрями, то їх називають
протилежно направленими i позначають a⃗ ↑↓ b⃗

Зауваження
Нульовий вектор вважається колiнеарним будь-якому вектору.
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Означення 7

Вектори a⃗ i b⃗, називають рiвними, якщо вони колiнеарнi, однаково направленi i мають
однаковi довжини. Записують a⃗ = b⃗.

З означення рiвностi векторiв випливає, що вектор можна переносити паралельно самому
собi, а початок вектора помiщати в будь яку точну O простору. Рiвнi вектори називають
також вiльними.

Означення 8
Три вектори називають компланарними, якщо вони лежать в однiй площинi або в
паралельних площинах.

Якщо серед трьох векторiв хоча б один нульовий або два вектори колiнеарнi, то такi вектори
компланарнi.
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2. Лiнiйнi операцiї над векторами
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Пiд лiнiйними операцiями над векторами розумiють операцiї додавання та вiднiмання вето-
рiв, а також множення вектора на число.
Нехай a⃗ та b⃗ — два довiльних вектори. Вiзьмемо довiльну точку O та побудуємо вектор
−→
OA = a⃗. Вiдкладемо вiд точки A вектор −−→

AB = b⃗. Вектор −−→
OB, що з’єднує початок вектора

a⃗ та кiнець вектора b⃗, називають сумою векторiв a⃗ та b⃗: −−→OB = a⃗+ b⃗.

a⃗

b⃗
O

a⃗

A

b⃗

Ba⃗+ b⃗

Це правило додавання векторiв називають правилом трикутника.
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Суму двох векторiв можна побудувати також за правилом паралелограма: нехай a⃗ та b⃗ —
два довiльних вектори. Вiзьмемо довiльну т. O i побудуємо вектори −→

OA = a⃗ та −−→
OB = b⃗.

Побудуємо на цих векторах, як на сторонах, паралелограм. Вектор −−→
OC , що є дiагоналлю

побудованого паралелограма з початком в початку вiдкладених векторiв, називають сумою
векторiв a⃗ i b⃗

a⃗

b⃗
O

a⃗

A

b⃗

B

a⃗+ b⃗

C
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Пiд рiзницею векторiв a⃗ та b⃗ розумiють вектор c⃗ = a⃗− b⃗ такий, що b⃗+ c⃗ = a⃗.

a⃗
b⃗

O

a⃗

A

b⃗ B

a⃗− b⃗
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Зауважимо, що у паралелограмi, побудованому на векторах a⃗ та b⃗ одна направлена дiагональ
є сумою векторiв a⃗ та b⃗, а iнша — рiзницею.

a⃗

b⃗
O

a⃗

A

b⃗

B

C

a⃗+ b⃗

a⃗− b⃗
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Означення 9

Добутком вектора a⃗ на скаляр (число) λ називають вектор b⃗ = λ · a⃗, який має наступнi
властивостi:

1 a⃗ ↑↑ b⃗, якщо λ ≥ 0,
a⃗ ↑↓ b⃗, якщо λ < 0;

2 |⃗b| = |λ| · |⃗a|.

Приклад 1
Для вектора a⃗ на малюнку зображено вектори 2a⃗ та −4a⃗.

a⃗ 2a⃗
−4a⃗
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З означення добутку вектора на число випливають наступнi властивостi:
1 Якщо b⃗ = λ · a⃗, тодi b⃗||⃗a. Навпаки, якщо b⃗||⃗a (⃗a ̸= 0⃗), тодi знайдеться таке λ, що є

вiрною рiвнiсть b⃗ = λ · a⃗;
2 Завжди a⃗ = |⃗a| · a⃗o, тобто кожен вектор дорiвнює добутку його модуля на орт.

Лiнiйнi операцiї над векторами мають наступнi властивостi:
1 Комутативнiсть додавання: a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;
2 Асоцiативнiсть додавання: a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗;
3 Властивiсть нульового вектора: a⃗+ 0⃗ = a⃗;
4 Властивiсть протилежного вектора: a⃗+ (−a⃗) = 0⃗;
5 Властивiсть одиницi: 1 · a⃗ = a⃗;
6 Дистрибутивнiсть щодо додавання векторiв: α · (⃗a+ b⃗) = αa⃗+ α⃗b;

7 Дистрибутивнiсть щодо додавання чисел: (α+ β) · a⃗ = αa⃗+ βa⃗;

8 Асоцiативнiть множення вектора на число: α · (βa⃗) = (αβ) · a⃗.
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3. Проекцiя вектора на вiсь
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Нехай у просторi задана вiсь l, тобто напрямна пряма.

Означення 10
Проекцiєю т. M на вiсь l називають основу M1 перпендикуляру MM1, який опущено з
точки на вiсь.

l
M1

M

Зауважимо, що т.M1 є точкою перетину осi l з
площиною, яка проходить через т.M перпендикулярно
осi.

Якщо т.M лежить на осi l, тодi проекцiя т.M на вiсь
спiвпадає з M .
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Нехай −−→
AB - довiльний вектор (−−→AB ̸= 0⃗). Позначимо через A1 i B1 проекцiї на вiсь l

вiдповiдно початку A i кiнця B вектору −−→
AB i розглянемо вектор −−−→

A1B1.

Означення 11

Проекцiєю вектора −−→
AB на вiсь l називають додатне число |

−−−→
A1B1|, якщо вектор

−−−→
A1B1 ↑↑ l i вiд’ємне число −|

−−−→
A1B1|, якщо вектор −−−→

A1B1 ↑↓ l. Якщо точки A1 i B1

спiвпадають (−−−→A1B1 = 0⃗), тодi проекцiя вектора −−→
AB дорiвнює нулю.

l
A1

A

B1

B

Проекцiя вектора −−→
AB на вiсь l позначають

так: прl

−−→
AB. Якщо −−→

AB = 0⃗ або −−→
AB⊥l, тодi

прl

−−→
AB = 0.
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Кут φ мiж вектором a⃗ i вiссю l (або кут мiж двома векторами) зображено нижче.

l

a⃗

a⃗

a⃗1

φ

a⃗

b⃗

b⃗

φ

Очевидно, 0 ≤ φ ≤ π
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Основнi властивостi проекцiй:
1 Проекцiя вектора a⃗ i вiсь l дорiвнює добутку модуля вектора a⃗ на косинус кута φ мiж

вектором a⃗ та вiссю l, тобто прl a⃗ = |⃗a| cosφ.

Наслiдок 1 Проекцiя вектора на вiсь додатня (вiд’ємна), якщо вектор утворює з вiссю
гострий (тупий) кут, i дорiвнює нулю, якщо цей кут – прямий.

Наслiдок 2 Проекцiї рiвних векторiв на одну i ту саму вiсь є рiвними мiж собою.

2 Проекцiя суми векторiв на одну i ту ж саму вiсь дорiвнює сумi їх проекцiй на цю вiсь,
тобто прl(⃗a+ b⃗) = прl a⃗+ прl b⃗.

3 При множеннi вектора a⃗ на число λ його проекцiя на вiсь також множиться на це
число, тобто прl λa⃗ = λ прl a⃗.

Таким чином, лiнiйнi операцiї над векторами приводять до вiдповiдних лiнiйних операцiй над
проекцiями цих векторiв.
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4. Розклад вектора по ортах
координатних осей. Модуль вектора.

Напрямнi косинуси
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x

y

z

O

M

M1

M2

M3

i⃗
j⃗

k⃗ a⃗

Розглянемо у просторi R3 прямокутну декартову
систему координат Oxyz. Видiлимо на осях Ox, Oy,
Oz одиничнi вектори (орти), якi позначаються i⃗, j⃗, k⃗
вiдповiдно. Виберемо довiльний вектор a⃗ простору та
перенесемо його початок у початок координат:
a⃗ =

−−→
OM .

Знайдемо проекцiї вектора a⃗ на координатнi осi. Для
цього проведемо через кiнець M вектора −−→

OM
площини, паралельнi координатним площинам. Точки
перетину цих площин з координатними осями
позначимо M1, M2 та M3 вiдповiдно. Розглянемо
також, вектори −−−→

OM1, −−−→OM2, −−−→OM3.
Отримаємо прямокутний паралелепiпед, однiєю з дiагоналей якого є вектор −−→

OM . Тодi
прOx a⃗ = |

−−−→
OM1|, прOy a⃗ = |

−−−→
OM2| та прOz a⃗ = |

−−−→
OM3|. Крiм того,

a⃗ =
−−−→
OM1 +

−−−→
OM2 +

−−−→
OM3.
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Але −−−→
OM1 = |

−−−→
OM1| · i⃗ = прOx a⃗ · i⃗,

−−−→
OM2 = |

−−−→
OM2| · j⃗ = прOy a⃗ · j⃗,

−−−→
OM3 = |

−−−→
OM3| · k⃗ = прOz a⃗ · k⃗.

Позначимо ax = прOx a⃗, ay = прOy a⃗ та az = прOz a⃗. Тодi

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + az k⃗. (1)

Рiвнiсть (1) називають розкладом вектора по ортах координатних осей, а числа ax, ay , az
– координатами вектора. Таким чином, координати вектора є його проекцiї на вiдповiднi
координатнi осi.

Рiвнiсть (1) часто записують у скороченiй формi наступним чином: a⃗ =

ax
ay
az

 .

(Також використовується позначення у виглядi вектора-рядка a⃗ = (ax, ay, az))
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За вiдомими координатами вектора легко знайти його модуль. Оскiльки вектор a⃗ є дiагона-
ллю прямокутного паралелепiпеда, то

|
−−→
OM |2 = |

−−−→
OM1|2 + |

−−−→
OM2|2 + |

−−−→
OM3|2,

тобто
|⃗a|2 = a2x + a2y + a2z,

звiдки
|⃗a| =

√
a2x + a2y + a2z.

Отже, модуль вектора дорiвнює квадратному кореню з суми квадратiв його проекцiй на
координатна осi.
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O

M

x

y

z

a⃗

α

β

γ

Нехай кути вектора a⃗ з осями Ox, Oy та Oz
вiдповiдно дорiвнюють α, β та γ. З властивостi 1
проекцiї вектора на вiсь, маємо

ax = |⃗a| · cosα, ay = |⃗a| · cosβ, az = |⃗a| · cos γ.
Звiдси випливає, що

cosα =
ax
|⃗a|

, cosβ =
ay
|⃗a|

, cos γ =
az
|⃗a|

.

Числа cosα, cosβ, cos γ називають напрямними
косинусами вектора a⃗. Напрямнi косинуси вектора
задавольняють спiввiдношення:

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

Пiдкреслимо, що координатами орта a⃗0 вектора a⃗ є напрямнi косинуси вектора a⃗, тобто
a⃗0 = (cosα, cosβ, cos γ)T .
Зауважимо, що згiдно з введеним поняттям координат геометричного вектора, орти осей Ox,
Oy, Oz вiдповiдно мають координати: i⃗ = (1, 0, 0)T , j⃗ = (0, 1, 0)T , k⃗ = (0, 0, 1)T .
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5. Дiї над векторами, заданими
проекцiями
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Нехай вектори a⃗ =

ax
ay
az

 та b⃗ =

bx
by
bz

 заданi своїми проекцiями на осi координат Ox, Oy,

Oz, або що теж саме

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + az k⃗, b⃗ = bx⃗i+ by j⃗ + bz k⃗.

Лiнiйнi операцiї над векторами зводяться до вiдповiдних лiнiйних операцiй над їх проекцi-
ями, тобто

1 a⃗± b⃗ = (ax ± bx)⃗i+ (ay ± by )⃗j + (az ± bz)k⃗, або скорочено a⃗± b⃗ =

ax ± bx
ay ± by
az ± bz

;

2 λa⃗ = λax⃗i+ λay j⃗ + λaz k⃗, або скорочено λa⃗ =

λax
λay
λaz

.
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Рiвнiсть векторiв. Два вектора a⃗ =

ax
ay
az

 та b⃗ =

bx
by
bz

 рiвнi тодi i тiльки тодi, коли

ax = bx, ay = by, az = bz.

Умова колiнеарностi векторiв. Оскiльки a⃗||⃗b, то iснує деяке число λ таке, що a⃗ = λ⃗b, тобто

ax⃗i+ ay j⃗ + az k⃗ = λbx⃗i+ λby j⃗ + λbz k⃗.

Звiдси отримаємо, що ax = λbx, ay = λby, az = λbz, а отже

ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

= λ.

Таким чином, проекцiї колiнеарних векторiв пропорцiйнi. Обернене твердження також вiрне:
якщо вектори мають пропорцiйнi координати, то вони колiнеарнi.

I.В. Орловський Вектори. Лiнiйнi операцiї з векторами.



6. Координати точки та вектора

I.В. Орловський Вектори. Лiнiйнi операцiї з векторами.



Координати точки
Розглянемо у просторi прямокутну систему координат
Oxyz. Для будь-якої точки M простору координати
вектора −−→

OM називають координатами точки M . Вектор
−−→
OM називають радiус-вектором точки M та позначають
−−→
OM = r⃗. Таким чином, координати точки — це координати

її радiус-вектора r⃗ =

x
y
z

:

r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗.

Координати точки M записуються у виглядi: M(x, y, z).

x

y

z

O

M

i⃗
j⃗

k⃗
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Координати вектора
Знайдемо координати вектора −−→

AB, якщо вiдомi координати точок A(xA, yA, zA) та B(xB , yB , zB).
Маємо −−→

AB =
−−→
OB −

−→
OA =

(
xB i⃗+ yB j⃗ + zB k⃗

)
−

(
xA⃗i+ yAj⃗ + zAk⃗

)
=

= (xB − xA) i⃗+ (yB − yA) j⃗ + (zB − zA) k⃗.

Таким чином, координати вектора дорiвнюють рiзницi
вiдповiдних координат його кiнця та початку:

−−→
AB =

xB − xA

yB − yA
zB − zA

 .

x

y

z

O

B

A

i⃗
j⃗

k⃗

a⃗
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