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1. n-вимiрний векторний простiр
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У попереднiй лекцiї розглядалися геометричнi вектори на площинi та у просторi. Для таких
векторiв було встановлено, що вектор однозначно задається своїми проекцiями (координа-
тами) у введенiй системi координат. Таким чином, можна вважати, що вектор у тривимiрному
просторi – це впорядкований набiр трьох чисел, записаних у виглядi стовпця:

a⃗ =

ax
ay
az

 .

Узагальнимо поняття вектора.
Означення 1
Пiд n-вимiрним вектором будемо розумiти впорядкований набiр n чисел (координат),
записаних у виглядi стовпця (або рядка):

a⃗ =


a1
a2
. . .
an

 .
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Означення 2

Два n-вимiрних вектори a⃗ =
(
a1 a2 . . . an

)T та b⃗ =
(
b1 b2 . . . bn

)T називають
рiвними (позначають a⃗ = b⃗), якщо рiвнi їх вiдповiднi координати, тобто

ak = bk, k = 1, n.

Означення 3

Сумою двох n-вимiрних векторiв a⃗ =
(
a1 a2 . . . an

)T та b⃗ =
(
b1 b2 . . . bn

)T
називають вектор c⃗ =

(
c1 c2 . . . cn

)T (позначають c⃗ = a⃗+ b⃗), для якого
ck = ak + bk, k = 1, n.

Означення 4

Добутком вектора a⃗ =
(
a1 a2 . . . an

)T на дiйсне число λ називають вектор
b⃗ =

(
b1 b2 . . . bn

)T (позначають b⃗ = λa⃗), для якого
bk = λak, k = 1, n.
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Операцiї додавання векторiв та добутку вектора на число називаються лiнiйними.

Лiнiйнi операцiї над векторами мають наступнi властивостi:
1 Комутативнiсть додавання: a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;
2 Асоцiативнiсть додавання: a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗;
3 Властивiсть нульового вектора: a⃗+ 0⃗ = a⃗;
4 Властивiсть протилежного вектора: a⃗+ (−a⃗) = 0⃗;
5 Властивiсть одиницi: 1 · a⃗ = a⃗;
6 Дистрибутивнiсть щодо додавання векторiв: α · (⃗a+ b⃗) = αa⃗+ α⃗b;

7 Дистрибутивнiсть щодо додавання чисел: (α+ β) · a⃗ = αa⃗+ βa⃗;

8 Асоцiативнiть множення вектора на число: α · (βa⃗) = (αβ) · a⃗.
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Означення 5

Вектор b⃗ називають лiнiйною комбiнацiєю векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m, якщо iснують числа
α1, α2, . . . , αm, що

b⃗ = α1a⃗1 + α2a⃗2 + . . .+ αma⃗m.

Означення 6
Множину всiх n-вимiрних векторiв з дiйсними координатами, в якiй визначено операцiї
додавання векторiв i множення вектора на число, називають n-вимiрним векторним
простором. Позначають Rn.
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2. Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть
системи векторiв

I.В. Орловський Лiнiйна залежнiсть, незалежнiсть системи векторiв. Базис системи векторiв



Нехай у деякому n-вимiрному просторi iз введеною системою координат задано вектори
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m.

Означення 7
Систему векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m називають лiнiйно залежною, якщо iснують такi дiйснi
числа λ1, λ2, . . . , λm, хоча б одне з яких не дорiвнює нулю, що

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λma⃗m = 0⃗. (1)

Якщо рiвнiсть (1) виконується тiльки при λ1 = λ2 = . . . = λm = 0, то систему векторiв
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m називають лiнiйно незалежною.
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Властивостi лiнiйної залежностi i незалежностi векторiв

1 Якщо серед векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m є нульовий вектор, то система векторiв є лiнiйно
залежною.

Доведення
Нехай, не втрачаючи загальностi, вектор a⃗m = 0⃗. Тодi покладемо λ1 = λ2 = . . . =
λm−1 = 0, λm = 1 ̸= 0. В результатi отримаємо, що

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λm−1a⃗m−1 + λm · a⃗m =

= 0 · a⃗1 + 0 · a⃗2 + . . .+ 0 · a⃗m−1 + 1 · 0⃗ = 0⃗.

Отже, вектори a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m – лiнiйно залежнi.
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2 Якщо вектори a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k , (k ≤ m) системи векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m є лiнiйно
залежними, то i всi вектори a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m цiєї системи є лiнiйно залежними.

Доведення
Нехай вектори a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k — лiнiйно залежнi. Тодi, за означенням, iснують такi
дiйснi числа λ1, λ2, . . . , λk , серед яких є принаймнi одне число не рiвне нулю, що

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λka⃗k = 0⃗.

Покладемо λk+1 = λk+2 = . . . = λm = 0. Отримаємо, що

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λka⃗k + 0a⃗k+1 + 0a⃗k+2 + . . .+ 0a⃗m = 0⃗.

Таким чином, система векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m — лiнiйно залежна.

2’ Якщо система векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m є лiнiйно незалежною, тодi будь яка її
пiдсистема також буде лiнiйно незалежною.
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Tеорема 1

Для того, щоб вектори a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m були лiнiйно залежними, необхiдно i достатньо,
щоб один з них був лiнiйною комбiнацiєю iнших векторiв системи.

Доведення
Необхiднiсть. Нехай вектори a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m – лiнiйно залежнi. Тодi за означенням
iснують такi числа λ1, λ2, . . . , λm, серед яких хоча б одне не рiвне нулю, що

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λma⃗m = 0⃗.

Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що λm ̸= 0. Тодi

a⃗m = − λ1

λm
a⃗1 −

λ2

λm
a⃗2 − . . .− λm−1

λm
a⃗m−1 = α1a⃗1 + α2a⃗2 + . . .+ αm−1a⃗m−1,

де αk = − λk

λm
, k = 1,m− 1. Тобто вектор a⃗m є лiнiйною комбiнацiєю векторiв

a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m−1.

I.В. Орловський Лiнiйна залежнiсть, незалежнiсть системи векторiв. Базис системи векторiв



Достатнiсть. Нехай вектор a⃗m є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a⃗2, . . . , a⃗m−1, тобто

a⃗m = λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λm−1a⃗m−1,

для деяких дiйсних чисел λ1, λ2, . . . , λm−1. Але тодi

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λm−1a⃗m−1 − a⃗m = 0⃗,

звiдки випливає, що вектори a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m – лiнiйно залежнi.
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Наслiдок 1

Система, що складається з одного вектора, лiнiйно залежна тодi i тiльки тодi, коли цей
вектор — нульовий.

Доведення
Необхiднiсть. Нехай система з одного вектора a⃗ лiнiйно залежна. Тодi для деякого
λ ̸= 0 λ · a⃗ = 0⃗. З останього випливає, що a⃗ = 0⃗.
Достатнiсть. Якщо a⃗ = 0⃗, тодi за властивiстю ❶ система є лiнiйно залежна.
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Наслiдок 2

Система двох векторiв є лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi, коли цi вектори –
колiнеарнi.

Доведення
Безпосередньо випливає з теореми 1, оскiльки два ненульових вектори a⃗ та b⃗ колi-
неарнi (⃗a||⃗b) тодi i тiльки тодi, коли iснує деяке дiйсне число λ ̸= 0 таке, що a⃗ = λ⃗b.
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Наслiдок 3

Система трьох векторiв a⃗, b⃗ та c⃗ є лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi, коли цi
вектори компланарнi. При цьому, якщо два з них неколiнеарнi (наприклад, a⃗, b⃗), то
третiй вектор (⃗c) буде їх лiнiйною комбiнацiєю, причому таке представлення буде
єдиним, тобто ∃!α, β ∈ R такi, що c⃗ = αa⃗+ βb⃗.
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Доведення
Необхiднiсть. Нехай три вектори a⃗, b⃗ та c⃗ — лiнiйно
залежнi. Тодi

λ1a⃗+ λ2⃗b+ λ3c⃗ = 0⃗,

для деяких дiйсних чисел λ1, λ2, λ3, серед яких
хоча б одне не рiвне нулю. Не обмежуючи загаль-
ностi, будемо вважати, що λ3 ̸= 0. Звiдси випливає,
що

c⃗ = αa⃗+ βb⃗,

де α = −λ1

λ3
, β = −λ2

λ3
. Отже, вектор c⃗ розклада-

ється за векторами a⃗ i b⃗, тобто можна побудувати
трикутник (див. Рис.), сторони якого будуть пара-
лельнi векторам a⃗, b⃗ та c⃗, а тому цi вектори ком-
планарнi.

O
a⃗

b⃗

c⃗

αa⃗

βb⃗
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Достатнiсть. Нехай вектори a⃗, b⃗ та c⃗ компланарнi. Якщо серед трьох векторiв є при-
наймнi два колiнеарних, то з наслiдку 2 та властивостi ❷ випливає випливає, що всi
три вектори є лiнiйно залежними. Тому будемо припускати, що вектори a⃗, b⃗ та c⃗ не є
попарно колiнеарними.
Помiстимо початки векторiв a⃗, b⃗ та c⃗ у спiльну точку
O площини.
Проведемо через кiнець C вектора c⃗ пряму, пара-
лельну вектору b⃗, до перетину в точцi M з прямою,
на якiй лежить вектор a⃗. Також, проведемо через C
пряму, паралельну вектору a⃗, до перетину в точцi
N з прямою, на якiй лежить вектор b⃗. Тодi, за пра-
вилом паралелограма, −−→OC =

−−→
OM +

−−→
ON , причому

вектори −−→OM ||⃗a i −−→ON ||⃗b. Таким чином, iснують чи-
сла α, β ∈ R такi, що −−→OM = αa⃗ и −−→ON = βb⃗. Отже,

O
M

N

a⃗

b⃗

c⃗

C

c⃗ = αa⃗+ βb⃗,

тобто вектори a⃗, b⃗ та c⃗ — лiнiйно залежнi.
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Наслiдок 4

Будь-якi чотири вектори a⃗, b⃗, c⃗ та d⃗ простору R3 є лiнiйно залежними. При цьому, якщо
три з них некомпланарнi (наприклад, a⃗, b⃗, c⃗), то четвертий вектор (d⃗) буде їх лiнiйною
комбiнацiєю, причому таке представлення буде єдиним, тобто ∃!α, β, γ ∈ R такi, що

d⃗ = αa⃗+ βb⃗+ γc⃗.

Доведення
Нехай вектори a⃗, b⃗, c⃗ – некомпланарнi. Iнакше за наслiдком 3 вони є лiнiйно зале-
жними, а значить i всi чотири вектори є лiнiйно залежними.
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Помiстимо початки всiх векторiв у спiльну точку O простору та проведемо через
кiнець D вектора d⃗ пряму, паралельну вектору c⃗, до перетину у точцi E з площиною,
в якiй лежать вектори a⃗ i b⃗.
Тодi −−→OD =

−−→
OE +

−−→
ED, причому −−→OE компланарний

векторам a⃗ i b⃗, а −−→ED колiнеарний вектору c⃗. Але
згiдно з наслiдком 3 вектор −−→OE розкладається за
векторами a⃗ i b⃗, тобто iснують такi α, β ∈ R, що
−−→
OE = αa⃗+βb⃗. Крiм того, в силу колiнеарностi −−→ED

та c⃗ iснує γ ∈ R таке, що −−→ED = γc⃗.
Таким чином,

d⃗ = αa⃗+ βb⃗+ γc⃗,

тобто вектори a⃗, b⃗, c⃗, d⃗ – лiнiйно залежнi.

O

D

E
a⃗

b⃗

c⃗

d⃗
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3. Базис системи векторiв
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Означення 8
Базою або базисом системи векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m називають таку її пiдсистему
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k (k ≤ m), що

1 вектори цiєї пiдсистеми є лiнiйно незалежними;
2 будь-який iнший вектор системи є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ,

тобто для всiх k + 1 ≤ l ≤ m,

a⃗l = α1a⃗1 + α2a⃗2 + . . .+ αka⃗k, (2)

де α1, α2, . . . , αk – деякi дiйснi числа.
При цьому рiвнiсть (2) називають розкладом вектора a⃗l за базисом a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k , числа
α1, α2, . . . , αk – координатами вектора a⃗l у цьому базисi.
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Tеорема 2

Система m векторiв

a⃗1 =


a11
a21
. . .
an1

 , a⃗2 =


a12
a22
. . .
an2

 , . . . , a⃗m =


a1m
a2m
. . .
anm


мiстить базис, що складається з k векторiв системи (k ≤ m), якщо ранг матрицi,
стовпцями якої є координати векторiв системи,

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anm


дорiвнює k. При цьому до базиса входять тi вектори системи, координати яких
утворюють базисний мiнор матрицi A.
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Приклад 1

З’ясувати, якi з векторiв системи: a⃗1 =
(
1 2 0 0

)T , a⃗2 =
(
1 2 3 4

)T , a⃗3 =(
3 6 0 0

)T утворюють базис.
Розв’язання. Складемо матрицю з координат векторiв системи i зведемо її до схiдчастого
вигляду (на практицi зручнiше знаходити ранг матрицi транспонованої до матрицi з теореми
2):

A =

1 2 0 0
1 2 3 4
3 6 0 0

 ← IIр.− Iр.
← IIIр.− 3 · Iр.

∼

1 2 0 0
0 0 3 4
0 0 0 0

 .

Ранг матрицi r(A) = 2, а отже з трьох заданих векторiв a⃗1, a⃗2, a⃗3 базис утворюють вектори
a⃗1 i a⃗2, а вектор a⃗3 лiнiйно виражається через вектори a⃗1 i a⃗2. Легко бачити, що

a⃗3 = 3 · a⃗1 + 0 · a⃗2,

тобто α = 3 i β = 0.
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Наслiдок 5

Система n векторiв

a⃗1 =


a11
a21
. . .
an1

 , a⃗2 =


a12
a22
. . .
an2

 , . . . , a⃗n =


a1n
a2n
. . .
ann


є лiнiйно незалежною, тодi i тiльки тодi, коли визначник, стовпцями якого є координати
векторiв системи, не дорiвнює нулю, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.
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Наслiдок 6

Будь яка система, що складається з n лiнiйно незалежних n-вимiрних векторiв буде
утворювати базис у векторному просторi Rn.

З наслiдкiв 1–4 випливає, що
• серед всiх векторiв, заданих у одновимiрному просторi (R1 або на прямiй), базис

складається з одного ненульового вектора;
• серед всiх векторiв, заданих на площинi (R2), базис складається з двох неколiнеарних

векторiв;
• серед всiх векторiв, заданих у тривимiрному просторi (R3), базис складається з трьох

некомпланарних векторiв.
Серед найрiзноманiтнiших базисiв особливу роль вiдiграють тi, у яких базиснi вектори вза-
ємно перпендикулярнi i мають одиничну довжину. Такi базиси називають ортонормованими.
На площинi – це система двох векторiв, яку зазвичай позначають через i⃗, j⃗. У просторi R3

– це система трьох векторiв i⃗, j⃗, k⃗.
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Приклад 2

Переконатися, що система векторiв a⃗ =

1
2
3

, b⃗ =

3
2
1

, c⃗ =

−30
2

 утворює базис у

множинi всiх векторiв простору, i знайти розклад вектора d⃗ =

−34
10

 у цьому базисi.

Розв’язання. Перевiримо чи утворюють вектори a⃗, b⃗, c⃗ базис. Для цього покажемо, що рiвня-
ння λ1a⃗+λ2⃗b+λ3c⃗ = 0⃗ має єдиний (нульовий) розв’язок. Перепишемо рiвняння, пiдставивши
в нього вектори:

λ1

1
2
3

+ λ2

3
2
1

+ λ3

−30
2

 =

0
0
0

 ⇔

 λ1 + 3λ2 − 3λ3 = 0,
2λ1 + 2λ2 = 0,
3λ1 + λ2 + 2λ3 = 0.

Оскiльки отримана система є однорiдною, вона завжди сумiсна i має нульовий розв’язок
λ1 = λ2 = λ3 = 0, то нам достатньо показати, що визначник системи ∆ ̸= 0 (тодi система
буде мати єдиний розв’язок).
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Покажемо це

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 3 −3
2 2 0
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −3

2 2 0

3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −3

2 2 0

3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 1 · 2 · 2 + 3 · 0 · 3 + (−3) · 2 · 1−
(
(−3) · 2 · 3 + 3 · 2 · 2 + 1 · 0 · 1

)
=

= 4 + 0− 6− (−18 + 12 + 0) = −2 + 6 = 4 ̸= 0.

Отже система має лише нульовий розв’язок, а значить вектори a⃗, b⃗, c⃗ лiнiйно незалежнi
i у просторi R3 утворюють базис.
Зауважимо, що при доведеннi використовувалося означення лiнiйної незалежностi
веторiв та властивостi базису в R3 (базис складається з 3-х лiнiйно незалежних (не-
компланарних) векторiв). Помiтимо, що перевiрка умови ∆ ̸= 0 також буде виникати,
якщо застосовувати результат наслiдку 5. Про ще один спосiб перевiрки буде зазна-
чено на наступнiй лекцiї.
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Перейдемо до знаходження розкладу вектора d⃗ у базисi a⃗, b⃗, c⃗. Для цього потрiбно
знайти такi числа α, β, γ, що буде виконуватися рiвнiсть d⃗ = αa⃗+ βb⃗+ γc⃗. Пiдстав-
ляючи в неї нашi вектори, будемо мати

α

1
2
3

+ β

3
2
1

+ γ

−30
2

 =

−34
10

 ⇔

 α+ 3β − 3γ = −3,
2α+ 2β = 4,
3α+ β + 2γ = 10.

Оскiльки дана система має визначник ∆ = 4 ̸= 0, який ми знайшли ранiше, то вона
має єдиний розв’язок. Знайдемо її методом Гаусса.
Прямий хiд. Запишемо розширену матрицю даної системи та зведемо її до трикутного
вигляду

A|B =

 1 3 −3 −3
2 2 0 4
3 1 2 10

← IIр.− 2 · Iр.
← IIIр.− 3 · Iр.

∼

 1 3 −3 −3
0 −4 6 10
0 −8 11 19


← IIIр.− 2 · IIр.

∼

∼

 1 3 −3 −3
0 −4 6 10
0 0 −1 −1

← − 1
2
· IIр.

← − IIIр.
∼

 1 3 −3 −3
0 2 −3 −5
0 0 1 1

 .
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Зворотнiй хiд. Виконаємо зворотнiй хiд: α+ 3β − 3γ = −3
2β − 3γ = −5
γ = 1

⇔

 α+ 3β − 3γ = −3
2β − 3 = −5
γ = 1

⇔

 α− 3− 3 = −3
β = −1
γ = 1

⇔

 α = 3
β = −1
γ = 1

Вiдповiдь: d⃗ = 3a⃗− b⃗+ c⃗.
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