
Linear algebra and analytical geometry
for engineers

Lecture 8: Scalar product. Vector product. Mixed product.

Lecturer: Igor Orlovskyi

I.В. Орловський Скалярний, векторний та мiшаний добутки векторiв



Змiст

1 Скалярний добуток векторiв, його властивостi та застосування
2 Векторний добуток векторiв, його властивостi та застосування
3 Мiшаний добуток векторiв, його властивостi та застосування

I.В. Орловський Скалярний, векторний та мiшаний добутки векторiв



1. Скалярний добуток векторiв, його
властивостi та застосування

I.В. Орловський Скалярний, векторний та мiшаний добутки векторiв



Означення 1

Скалярним добутком двох ненульових векторiв a⃗ та b⃗ називається число, що дорiвнює
добутку модулiв цих векторiв на косинус кута мiж ними (позначається a⃗ · b⃗ або (⃗a, b⃗)),
тобто

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cosφ,

де φ = (
̂⃗
a, b⃗).

З властивостей проекцiї вектора на вiсь випливає, що |⃗a| · cosφ = пр⃗b a⃗, i |⃗b| · cosφ = прa⃗ b⃗,
а отже

a⃗ · b⃗ = |⃗b| · пр⃗b a⃗ = |⃗a| · прa⃗ b⃗,

тобто скалярний добуток двох векторiв дорiвнює модулю одного з них, помноженому на
проекцiю iншого вектора на вiсь спiвнаправлену з першим вектором.
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Властивостi скалярного добутку

1 Комутативнiсть скалярного добутку: a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗.

Доведення

Дiйсно, a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos( ̂⃗a, b⃗) = |⃗b| · |⃗a| · cos( ̂⃗b, a⃗) = b⃗ · a⃗.

2 Асоцiативнiсть скалярного добутку вiдносно числового множника: (λa⃗) · b⃗ = λ · (⃗a · b⃗).

Доведення

(λa⃗) · b⃗ = |⃗b| · пр⃗b(λa⃗) = λ · |⃗b| · пр⃗b(⃗a) = λ · |⃗b| · |⃗a| · cos( ̂⃗a, b⃗) = λ · (⃗a · b⃗).
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3 Дистрибутивнiсть скалярного добутку: a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗.

Доведення
Дiйсно, a⃗ · (⃗b+ c⃗) = |⃗a| · прa⃗(⃗b+ c⃗) = |⃗a| · прa⃗ b⃗+ |⃗a| · прa⃗ c⃗ = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗.

4 a⃗ 2 = a⃗ · a⃗ = |⃗a|2.

Доведення
Дiйсно, a⃗ 2 = a⃗ · a⃗ = |⃗a| · |⃗a| · cos 0◦ = |⃗a| · |⃗a| = |⃗a|2.

Зокрема, з властивостi ❹ випливає, що для будь-якого вектора a⃗ скалярний добуток a⃗·a⃗ ≥ 0.
При цьому, a⃗ · a⃗ = 0 тодi i тiльки тодi, коли a⃗ = 0⃗.
Крiм того, з властивостi ❹ випливає, що для одиничних векторiв i⃗, j⃗, k⃗ ортонормованого
базису

i⃗ 2 = j⃗ 2 = k⃗ 2 = 1.
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5 Вектори a⃗ та b⃗ перпендикулярнi, тодi i тiльки тодi, коли їх скалярний добуток
дорiвнює нулю, тобто

a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ a⃗ · b⃗ = 0.

Доведення
Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що a⃗ ̸= 0⃗ i b⃗ ̸= 0⃗.
Необхiднiсть. Нехай вектори a⃗ та b⃗ перпендикулярнi, тобто φ = π

2 . Тодi

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos π
2
= 0.

Достатнiсть. Нехай a⃗ · b⃗ = 0. Оскiльки |⃗a| ̸= 0, i |⃗b| ̸= 0, то cos(
̂⃗
a, b⃗) = 0. Звiдси

φ = (
̂⃗
a, b⃗) = π

2 або φ = (
̂⃗
a, b⃗) = 3π

2 , тобто a⃗ ⊥ b⃗.

Зокрема, з властивостi ❺ випливає, що

i⃗ · j⃗ = i⃗ · k⃗ = j⃗ · k⃗ = 0.
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6 Нерiвнiсть Кошi-Буняковського для скалярного добутку:

|⃗a · b⃗| ≤ |⃗a| · |⃗b|.

Доведення
|⃗a · b⃗| = |⃗a| · |⃗b| · | cosφ| ≤ |⃗a| · |⃗b|.
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Скалярний добуток векторiв, заданих координатами у просторi R3

Нехай вектори a⃗ та b⃗ заданi своїми координатами, тобто a⃗ = ax⃗i + ay j⃗ + az k⃗, i b⃗ = bx⃗i +

by j⃗ + bz k⃗. Тодi

a⃗ · b⃗ = (ax⃗i+ ay j⃗ + az k⃗) · (bx⃗i+ by j⃗ + bz k⃗) =

= ax · bx · i⃗ · i⃗+ ax · by · i⃗ · j⃗ + ax · bz · i⃗ · k⃗+

+ ay · bx · j⃗ · i⃗+ ay · by · j⃗ · j⃗ + ay · bz · j⃗ · k⃗+

+ az · bx · k⃗ · i⃗+ az · by · k⃗ · j⃗ + az · bz · k⃗ · k⃗ =

= ax · bx + ay · by + az · bz.

Отже,
a⃗ · b⃗ = ax · bx + ay · by + az · bz,

тобто скалярний добуток двох векторiв, заданих своїми координатами, дорiвнює сумi добу-
ткiв вiдповiдних координат цих векторiв.
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Деякi застосування скалярного добутку векторiв

I. Кут мiж векторами
Нехай a⃗ = (ax, ay, az)

T та b⃗ = (bx, by, bz)
T – два ненульових вектора. Тодi

cos(
̂⃗
a, b⃗) =

a⃗ · b⃗
|⃗a| · |⃗b|

=
ax · bx + ay · by + az · bz√

a2x + a2y + a2z ·
√

b2x + b2y + b2z

.

Зокрема, звiдси випливає, що

a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ a⃗ · b⃗ = 0 ⇔ ax · bx + ay · by + az · bz = 0.
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II. Проекцiя вектора на вектор
Проекцiя вектора a⃗ на вектор b⃗ обчислюється за формулою:

np⃗ba⃗ =
a⃗ · b⃗
|⃗b|

=
ax · bx + ay · by + az · bz√

b2x + b2y + b2z

.

III. Робота сталої сили
Нехай матерiальна точка рухається прямолiнiйно з точки A в точку B пiд дiєю сталої сили F⃗ ,
що утворює кут φ з напрямком −−→

AB. З фiзики вiдомо, що робота A сили F⃗ при перемiщеннi
−−→
AB дорiвнює

A = |F⃗ | · |
−−→
AB| · cosφ = F⃗ ·

−−→
AB.
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Приклад 1
Обчислити довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах a⃗ = 2p⃗ − q⃗ i
b⃗ = p⃗+ 4q⃗, якщо |p⃗| = 1, |q⃗| = 2, φ = ( ̂⃗p, q⃗) = π

3 .

Розв’язання. З властивостей додавання й вiднiмання векторiв випливає, що дiагоналi пара-
лелограма можна виразити через вектори p⃗, q⃗ наступним чином

d⃗1 = a⃗+ b⃗ = 3p⃗+ 3q⃗, d⃗2 = a⃗− b⃗ = p⃗− 5q⃗.

Тодi,
|d⃗1| = 3|p⃗+ q⃗| = 3

√
(p⃗+ q⃗) · (p⃗+ q⃗) = 3

√
p⃗ 2 + 2p⃗ · q⃗ + q⃗ 2 =

= 3
√
|p⃗|2 + 2|p⃗||q⃗| cosφ+ |q⃗|2 = 3

√
7.

Аналогiчно,
|d⃗2| = |p⃗− 5q⃗| =

√
|p⃗|2 − 10|p⃗||q⃗| cosφ+ 25|q⃗|2 =

√
91.

a⃗

b⃗

d⃗1

d⃗2

Вiдповiдь: |d⃗1| = 3
√
7, |d⃗2| =

√
91.
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2. Векторний добуток векторiв, його
властивостi та застосування
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Означення 2

Вiдкладемо три некомпланарних вектори a⃗, b⃗ та c⃗ вiд спiльного початку.
Кажуть, що три впорядкованi вектори a⃗, b⃗ та c⃗
утворюють праву трiйку векторiв, якщо з кiнця
третього вектора c⃗ найкоротший перехiд вiд вектора a⃗

до вектора b⃗ здiйснюється проти годинникової стрiлки, a⃗
b⃗

c⃗

a⃗
b⃗

c⃗
i лiву трiйку, якщо найкоротший перехiд вiд вектора a⃗

до вектора b⃗ здiйснюється за годинниковою стрiлкою.

Впорядковану трiйку векторiв a⃗, b⃗, c⃗ будемо позначати у фiгурних дужках: {a⃗, b⃗, c⃗}.
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Означення 3

Векторним добутком векторiв a⃗ та b⃗ (позначається a⃗× b⃗ або [⃗a, b⃗]) називається вектор
c⃗ такий, що

1 c⃗ перепендикулярний векторам a⃗ та b⃗ (⃗c ⊥ a⃗ i c⃗ ⊥ b⃗);

2 |⃗c| = |⃗a| · |⃗b| · sinφ, де φ = (
̂⃗
a, b⃗), тобто вектор c⃗ має довжину, що дорiвнює площi S

паралелограма, побудованого на векторах a⃗ та b⃗, як на сторонах;
3 вектори a⃗, b⃗ та c⃗ утворюють праву трiйку векторiв.

O

Sa⃗

b⃗

c⃗

φ
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З означення векторного добутку безпосередньо
випливають наступнi спiввiдношення для ортiв
координатних осей:

i⃗× j⃗ = k⃗, j⃗ × k⃗ = i⃗ k⃗ × i⃗ = j⃗.

Це випливає з того, що
• вектори i⃗, j⃗ та k⃗ утворюють праву трiйку

векторiв;
• k⃗ ⊥ i⃗, k⃗ ⊥ j⃗ i i⃗ ⊥ j⃗;
• |⃗i× j⃗| = |⃗i| · |⃗j| · sin π

2 = 1,

|⃗j × k⃗| = |⃗j| · |⃗k| · sin π
2 = 1,

|⃗k × i⃗| = |⃗k| · |⃗i| · sin π
2 = 1.

O

x

y

z

i⃗
j⃗

k⃗
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Властивостi векторного добутку

1 a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗.

Доведення
Очевидно, що вектори a⃗ × b⃗ i b⃗ × a⃗ колiнеар-
нi та мають однакову довжину. Але трiйки векто-
рiв {a⃗, b⃗, a⃗ × b⃗} та {a⃗, b⃗, b⃗ × a⃗} є протилежними.
Одна з них є правою, а iнша лiвою. Таким чином,
a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗. O

a⃗

b⃗

a⃗× b⃗

b⃗× a⃗

I.В. Орловський Скалярний, векторний та мiшаний добутки векторiв



2 λ · (⃗a× b⃗) = (λa⃗)× b⃗ = a⃗× (λ⃗b).

Доведення
Доведемо, що λ·(⃗a×b⃗) = (λa⃗)×b⃗. Рiвнiсть λ·(⃗a×b⃗) = a⃗×(λ⃗b) доводиться аналогiчно.
Розглянемо випадок λ > 0. Вектор λ · (⃗a × b⃗) перпендикулярний до векторiв a⃗ та
b⃗. Вектор (λa⃗)× b⃗ також перпендикулярний до векторiв a⃗ та b⃗. Звiдси випливає, що
вектори λ·(⃗a×b⃗) та (λa⃗)×b⃗ колiнеарнi. Крiм того, зрозумiло, що вони спiвнаправленi,
оскiльки λ > 0. Нарештi, цi вектори мають однаковi довжини, оскiльки

|λ · (⃗a× b⃗)| = λ · |⃗a× b⃗| = λ · |⃗a| · |⃗b| · sin( ̂⃗a, b⃗),
i

|(λa⃗)× b⃗| = |λa⃗| · |⃗b| · sin(λ̂a⃗, b⃗) = λ · |⃗a| · |⃗b| · sin( ̂⃗a, b⃗).
Отже, ми довели, що для λ > 0, λ(⃗a× b⃗) = (λa⃗)× b⃗.
Для λ < 0 доведення аналогiчне.
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3 a⃗ ∥ b⃗ тодi i тiльки тодi, коли a⃗× b⃗ = 0⃗.

Доведення

Необхiднiсть. Якщо −→a ∥
−→
b , то кут φ мiж векторами −→a та

−→
b або дорiвнює 0 або

дорiвнює π. Тодi sinφ = 0. Таким чином, |−→a ×
−→
b | = |−→a | · |

−→
b | · 0 = 0, а отже

−→a ×
−→
b =

−→
0 .

Достатнiсть. Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що вектори −→a та
−→
b нену-

льовi. Якщо −→a ×
−→
b =

−→
0 , то |−→a ×

−→
b | = |−→a | · |

−→
b | · sinφ = 0. Тому з останнього

спiввiдношення випливає, що sinφ = 0, звiдки φ = 0 або φ = π. Таким чином,
−→a ∥

−→
b .

4 (⃗a+ b⃗)× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗.

Приймемо цю властивiсть без доведення.
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Векторний добуток векторiв, заданих координатами у просторi R3

Нехай вектори a⃗ та b⃗ заданi своїми координатами, тобто a⃗ = ax⃗i + ay j⃗ + az k⃗, i b⃗ = bx⃗i +

by j⃗ + bz k⃗. Тодi

a⃗× b⃗ = (ax⃗i+ ay j⃗ + az k⃗)× (bx⃗i+ by j⃗ + bz k⃗) =

= ax · bx · (⃗i× i⃗) + ax · by · (⃗i× j⃗) + ax · bz · (⃗i× k⃗)+

+ ay · bx · (⃗j × i⃗) + ay · by · (⃗j × j⃗) + ay · bz · (⃗j × k⃗)+

+ az · bx · (k⃗ × i⃗) + az · by · (k⃗ × j⃗) + az · bz · (k⃗ × k⃗) =

= 0⃗ + ax · by · k⃗ − ax · bz · j⃗ − ay · bx · k⃗ + 0⃗ + ay · bz · i⃗+ az · bx · j⃗ − az · by · i⃗+ 0⃗ =

= (ay · bz − az · by·)⃗i− (ax · bz − az · bx) · j⃗ + (ax · by − ay · bx) · k⃗ =

=

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ k⃗.
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Таким чином,
a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ k⃗.
Цю рiвнiсть зручно записувати у наступнiй операторнiй формi, яка легко запам’ятовується:

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ .
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Деякi застосування векторного добутку векторiв

I. Встановлення колiнеарностi векторiв
З властивостi ❸ випливає, що a⃗ ∥ b⃗ тодi i тiльки тодi, коли a⃗× b⃗ = 0⃗, тобто

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = 0⃗ ⇔ ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

⇔ a⃗ ∥ b⃗.
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II. Знаходження площ паралелограма та трикутника, побудованих на двох векторах
Згiдно з означенням векторного добутку для двох векторiв a⃗ та b⃗, модуль їх векторного
добутку дорiвнює |⃗a× b⃗| = |⃗a| · |⃗b| · sin( ̂⃗a, b⃗), тобто

Sпаралелограма = |⃗a× b⃗|.

Зокрема, звiдси випливає, що
Sтрикутника =

1

2
|⃗a× b⃗|.
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III. Визначення момента сили вiдносно точки
Нехай у точцi A прикладена деяка сила −→

F =
−−→
AB, i нехай O — деяка точка простору. З

фiзики вiдомо, що моментом сили −→
F вiдносно точки O називається вектор −→

M (див. Рис.),
який проходить через точку O i задовольняє такi умови:

1 перпендикулярний площинi, у якiй лежать точки
O, A, B;

2 чисельно дорiвнює добутку сили на плече, тобто
|
−→
M | = |

−→
F | · |ON | = |

−→
F | · |r⃗| · sinφ =

|
−→
F | · |

−→
OA| · sin(

−̂→
F ,

−→
OA);

3 утворює праву трiйку з векторами −→
OA та −−→

AB.

O

A

B

N

r⃗
F⃗

M⃗

φ

Таким чином, −→M =
−→
OA×

−→
F .
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IV. Знаходження лiнiйної швидкостi обертання
Швидкiсть V⃗ точки M твердого тiла, що обер-
тається з кутовою швидкiстю ω⃗ навколо не-
рухомої осi, визначається формулою Ейлера
V⃗ = ω⃗× r⃗, де r⃗ = O⃗M , а O — деяка нерухо-
ма точка осi (див. Рис.).

O

M

r⃗

V⃗

ω⃗
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Подвiйний векторний добуток

Означення 4

Нехай дано три довiльних вектори a⃗, b⃗ та c⃗. Розглянемо векторний добуток векторiв b⃗

та c⃗: b⃗× c⃗. Векторний добуток вектора a⃗ на вектор b⃗× c⃗ (позначається: a⃗× (⃗b× c⃗))
називається подвiйним векториним добутком векторiв a⃗, b⃗ та c⃗.

Для довiльних векторiв a⃗, b⃗ та c⃗ подвiйний векторний добуток a⃗× (⃗b× c⃗) є вектором, ком-
планарним з векторами b⃗ та c⃗ i знаходиться за формулою:

a⃗× (⃗b× c⃗) = b⃗(⃗a · c⃗)− c⃗(⃗a · b⃗).
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3. Мiшаний добуток векторiв, його
властивостi та застосування
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Означення 5

Нехай дано три довiльних вектори a⃗, b⃗ та c⃗. Розглянемо векторний добуток векторiв a⃗

та b⃗: a⃗× b⃗. Скалярний добуток вектора a⃗× b⃗ на вектор c⃗ називається
векторно-скалярним або мiшаним добутком векторiв a⃗, b⃗, c⃗. Мiшаний добуток
позначається: (⃗a× b⃗) · c⃗ або (⃗a, b⃗, c⃗), або a⃗⃗bc⃗.

З означення зрозумiло, що мiшаний добуток трьох векторiв – це число.
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Геометричний змiст мiшаного добутку
З’ясуємо геометричний змiст мiшаного добутку.
Побудуємо паралелепiпед, ребрами якого є за-
данi вектори a⃗, b⃗ та c⃗. Побудуємо також вектор
d⃗ = a⃗× b⃗. Тодi

(⃗a× b⃗) · c⃗ = d⃗ · c⃗ = |d⃗| · прd⃗ c⃗,

причому |d⃗| = |⃗a × b⃗| = S, де S – площа парале-
лограма, побудованого на векторах a⃗ i b⃗.

O

H

a⃗

b⃗

c⃗

d⃗

Крiм того, прd⃗ c⃗ = H для правої трiйки векторiв a⃗, b⃗ та c⃗, i прd⃗ c⃗ = −H для лiвої трiйки
векторiв a⃗, b⃗ та c⃗, де H – висота паралелепiпеда.
Таким чином,

(⃗a× b⃗) · c⃗ = S · (±H),

тобто
(⃗a× b⃗) · c⃗ = ±V,

де V — об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах a⃗, b⃗, c⃗.
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Отже, мiшаний добуток трьох векторiв дорiвнює об’єму паралелепiпеда, побудованого на
цих векторах, взятого зi знаком “+”, якщо вектори утворюють праву трiйку, i зi знаком
“−”, якщо вектори утворюють лiву трiйку.

Зауважимо, що з трьох векторiв a⃗, b⃗, c⃗ можна скласти шiсть впорядкованих трiйок, при цьому
три трiйки утворюють лiву трiйку i три праву. А саме, трiйки {a⃗, b⃗, c⃗}, {⃗b, c⃗, a⃗}, {c⃗, a⃗, b⃗} є
однаково орiєнтованими, тобто одночасно утворюють праву трiйку або лiву. Iншi трiйки, а
саме {a⃗, c⃗, b⃗}, {⃗b, a⃗, c⃗}, {c⃗, b⃗, a⃗} також є однаково орiєнтованими, тобто одночасно утворюють
праву або лiву трiйку.
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Властивостi мiшаного добутку

1 Мiшаний добуток не змiнюється при циклiчнiй перестановцi множникiв, тобто

(⃗a× b⃗) · c⃗ = (⃗b× c⃗) · a⃗ = (c⃗× a⃗) · b⃗.

Доведення
Властивiсть ❶ очевидна, оскiльки в цьому випадку не змiнюється нi об’єм паралеле-
пiпеда, нi орiєнтацiя векторiв в просторi (знак).
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2 Мiшаний добуток не змiнюється при перестановцi мiсцями знакiв векторного i
скалярного множення, тобто

(⃗a× b⃗) · c⃗ = a⃗ · (⃗b× c⃗).

Доведення
Випливає з властивостi ❶ та того, що для скалярного добутку двох векторiв вико-
нується властивiсть комутативностi.
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3 Мiшаний добуток змiнює знак при перестановцi мiсцями будь-яких двох векторiв,
тобто

(⃗a× b⃗) · c⃗ = −(⃗a× c⃗) · b⃗,

(⃗a× b⃗) · c⃗ = −(⃗b× a⃗) · c⃗,

(⃗a× b⃗) · c⃗ = −(c⃗× b⃗) · a⃗.

Доведення
Випливає з властивостi ❶ та того, що при перестановцi множникiв у векторному
добутку цей добуток змiнює знак на протилежний (див. властивiсть ❶ векторного
добутку).
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4 Мiшаний добуток трьох ненульових векторiв дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли цi
вектори компланарнi.

Доведення
Необхiднiсть. Нехай (⃗a × b⃗) · c⃗ = 0. Припустимо, що a⃗, b⃗, c⃗ – не компланарнi. Тодi
можна побудувати паралелепiпед на цих векторах з об’ємом, не рiвним нулю. А це
протирiчить умовi бо об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах a⃗, b⃗, c⃗, дорiв-
нює мiшаному добутку, тобто нулю.
Достатнiсть. Нехай вектори a⃗, b⃗, c⃗ – компланарнi, тобто лежать в однiй площинi. Тодi
вектор a⃗× b⃗ перпендикулярний вектору c⃗, а отже (⃗a× b⃗) · c⃗ = 0.
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Мiшаний добуток векторiв, заданих координатами у просторi R3

Нехай вектори a⃗, b⃗, c⃗ заданi своїми координатами, тобто a⃗ = ax⃗i+ay j⃗+az k⃗, b⃗ = bx⃗i+by j⃗+bz k⃗,
c⃗ = cx⃗i+ cy j⃗ + cz k⃗. Тодi

(⃗a× b⃗) · c⃗ =

(∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ k⃗) · (cx⃗i+ cy j⃗ + cz k⃗) =

=

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ · cx −
∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ · cy + ∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ · cz =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Отже,

(⃗a× b⃗) · c⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ ,
тобто мiшаний добуток трьох векторiв дорiвнює значенню визначника, складеного з коор-
динат векторiв зi збереженням порядка.
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Деякi застосування мiшаного добутку векторiв

I. Визначення орiєнтацiї векторiв у просторi

Для трьох заданих векторiв a⃗, b⃗, c⃗, якщо (⃗a× b⃗) · c⃗ > 0, то
цi вектори утворюють праву трiйку.

a⃗
b⃗

c⃗

a⃗
b⃗

c⃗

Якщо (⃗a× b⃗) · c⃗ < 0, то цi вектори утворюють лiву трiйку.

II. Встановлення компланарностi векторiв
Три ненульових вектора a⃗, b⃗, c⃗ компланарнi тодi i тiльки тодi, коли (⃗a× b⃗) · c⃗ = 0, тобто∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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III. Знаходження об’ємiв паралелепiпеда та трикутної пiрамiди
Об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах a⃗, b⃗, c⃗:

Vпаралелепiпеда = |(⃗a× b⃗) · c⃗|.
a⃗

b⃗
c⃗

a⃗

b⃗

c⃗

Об’єм трикутної пiрамiди, побудованої на векторах a⃗, b⃗, c⃗:

Vпiрамiди =
1

6
|(⃗a× b⃗) · c⃗|.
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Приклад 2
Знайти площу основи ABC , о’бєм та довжину висоти трикутної пiрамiди, вершинами якої є
точки A(1, 2, 3), B(0,−1, 1), C(2, 5, 2), D(3, 0,−2).
Розв’язання. Зробимо схематичний рисунок. Обчислимо ко-
ординати векторiв
−−→
AB = −⃗i− 3⃗j − 2k⃗,

−→
AC = i⃗+ 3⃗j − k⃗,

−−→
AD = 2⃗i− 2⃗j − 5k⃗.

Для знаходження площi ∆ABC , порахуємо

A

B

C

D

−−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
−1 −3 −2
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = 9 · i⃗− 3 · j⃗ − 0 · k⃗.

Тодi

SABC =
1

2
|
−−→
AB ×

−→
AC| = 1

2

√
81 + 9 =

3
√
10

2
.
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Перейдемо до знаходження об’єму пiрамiди

=
1

6

∣∣∣(−−→AB ×
−→
AC

)
·
−−→
AD

∣∣∣ = 1

6

∣∣∣(9 · i⃗− 3 · j⃗ − 0 · k⃗
)
·
(
2⃗i− 2⃗j − 5k⃗

)∣∣∣ =
=

1

6
|9 · 2 + (−3) · (−2) + 0 · (−5)| = 1

6
· 24 = 4.

Для обчислення висоти H скористаємося формулою об’єма пiрамiди

VABCD =
1

3
· SABC ·H ⇔ H =

3VABCD

SABC
.

Пiдставляючи знайденi значення VABCD та SABC в отриману формулу будемо мати

H =
3VABCD

SABC
=

3 · 4
3
√
10
2

=
4
√
10

5

Вiдповiдь: SABC = 3
√
10
2 , VABCD = 4, H = 4

√
10
5 .
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