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1. Системи координат на площинi
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Розглянемо два неколiнеарнi вектори −→
OA, −−→

OB,
якi прикладенi до спiльного початку – точки O.
Будь-якiй точцi M площини AOB поставимо у вiд-
повiднiсть вектор −−→

OM , який називають радiусом-
вектором точки M .
Оскiльки вектори −→

OA, −−→OB, −−→OM компланарнi, то
iснує єдина пара чисел (x, y) така, що

−−→
OM = x ·

−→
OA+ y ·

−−→
OB. (1)
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Сукупнiсть точки i двох неколiнеарних прикладених до неї векторiв дають змогу ввести
систему координат на площинi: кожнiй точцi M площини ставиться у вiдповiднiсть єдина пара
(x, y) така, що (1). Числа x та y при цьому називають координатами точки M . I навпаки, для
кожної пари чисел (x, y) iснує єдина точка площини з такими координатами.
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Вектори −→
OA i −−→OB задають орiєнтованi прямi (пря-

мi з вибраним напрямом), якi називають осями ко-
ординат, а точку їх перетину O – початком коорди-
нат. Якщо вектори −→

OA i −−→OB мають рiзну довжину,
або −→

OA не перпендикулярний до −−→
OB, то таку си-

стему координат називають загальною афiнною. O

M

x

y
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B

Площина, в якiй задано систему координат, називають координатної площиною.
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Прямокутна (декартова) система координат на площинi
Прямокутна система координат задається точкою O — початок
координат, та двома взаємно перпендикулярними одиничними
векторами −→

i та −→
j , якi визначають осi координат — вiсь аб-

сцис Ox, та вiсь ординат Oy.
Зазвичай вiсь абсцис розташована горизонтально i направлена
злiва направо, а вiсь ординат вертикально i направлена знизу
вгору. Осi координат подiляють площину на чотири областi, що
називаються чвертями або квадрантами.
Розглянемо довiльну точку M площини Oxy. Координатами то-
чки M у системi координат Oxy називаються координати її
радiус-вектора −−→

OM . Якщо −−→
OM = x · i⃗ + y · j⃗, то координати

точки M записують M(x, y), причому число x називається аб-
сцисою точки M , а число y — ординатою точки M . Цi два числа
x i y повнiстю визначають положення точки на площинi.
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Деякi застосування прямокутної системи координат

Вiдстань мiж двома точками у декартовiй системi координат
Вiдстань d мiж точками A (xA, yA) та B (xB , yB) на площинi дорiвнює довжинi вiдрiзка AB
та довжинi вектора

−−→
AB =

(
xB − xA

yB − yA

)
,

тобто
d = |AB| =

∣∣∣−−→AB
∣∣∣ = √

(xB − xA)
2
+ (yB − yA)

2
.
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Подiл вiдрiзка у заданому вiдношеннi у декартовiй системi координат
Нехай вiдрiзок AB, що з’єднує точки A (xA, yA) i B (xB , yB), потрiбно подiлити у заданому
вiдношеннi λ > 0, тобто знайти координати точки M(xM , yM ) вiдрiзка AB такої, що

|AM |
|MB|

= λ. (2)

Розглянемо вектори −−→
AM i −−→MB. Оскiльки точка M дiлить

вiдрiзок AB у вiдношеннi λ, то
−−→
AM = λ ·

−−→
MB. (3)

Але −−→
AM = (xM −xA)⃗i+(yM − yA)⃗j,

−−→
MB = (xB −xM )⃗i+

(yB − yM )⃗j. Тому

(xM − xA)⃗i+ (yM − yA)⃗j = λ(xB − xM )⃗i+ λ(yB − yM )⃗j.
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Звiдси випливає, що

xM − xA = λ(xB − xM ) i yM − yA = λ(yB − yM ),

звiдки
xM =

xA + λxB

1 + λ
i yM =

yA + λyB
1 + λ

. (4)

Формули (4) називаються формулами подiлу вiдрiзка у заданому вiдношеннi.
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Розглянемо окремi випадки та узагальнення на λ ≤ 0 (λ ̸= −1):
• якщо λ = 1, то M є серединою вiдрiзка AB (спiввiдношення (2) прийме вигляд

|AM | = |MB|), i формули (4) перепишуться у виглядi:

xM =
xA + xB

2
, yM =

yA + yB
2

.

• якщо λ = 0 точки A та M спiвпадають;
• якщо λ < 0, то подiл вiдрiзка розумiється в сенсi рiвностi (3), а тому точка M буде

лежати зовнi вiдрiзка AB. При цьому кажуть, що точка M дiлить вiдрiзок зовнiшнiм
чином.
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Площа трикутника у декартовiй системi координат

Нехай на координатнiй площинi задано три точки A(x1, y1),
B(x2, y2), C(x3, y3). Знайдемо площу S трикутника ABC .
Для цього проведемо з вершин A, B та C трикутника ABC
перпендикуляри AA1, BB1 i CC1 на вiсь Ox вiдповiдно.
Очевидно, SABC = SAA1B1B + SB1BCC1

− SA1ACC1
. Тому

O

A

B

C

A1 B1 C1
x

y

SABC =
y1 + y2

2
· (x2 − x1) +

y2 + y3
2

· (x3 − x2)−
y1 + y3

2
· (x3 − x1) =

=
1

2

(
(y2 − y1)(x3 − x1)− (y3 − y1)(x2 − x1)

)
=

1

2

∣∣∣∣x3 − x1 x2 − x1

y3 − y1 y2 − y1

∣∣∣∣ .
Отже,

SABC =
1

2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣x3 − x1 x2 − x1

y3 − y1 y2 − y1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣,

Зауважимо, що випадок SABC = 0 означає, що точки A, B та C лежать на однiй прямiй.

I.В. Орловський Декартова система координат на площинi та у просторi



2. Перетворення системи координат
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Перехiд вiд однiєї системи координат до iншої називається перетворенням системи коорди-
нат.

Паралельний перенос системи координат

Нехай на площинi задана прямокутна декартова система координат Oxy. Пiд паралельним
переносом осей координат розумiють перехiд вiд системи координат Oxy до системи коор-
динат Ox′y′, при якому змiнюється положення початку координат, а напрям та маштаб осей
залишається незмiнним.
Нехай новий початок координат — точка O′ має у старiй системi координат Oxy координати
(x0, y0), тобто O′(x0, y0).
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Нехай (x, y) — координати довiльної точки M у старiй системi координат Oxy, а (x′, y′) —
координати цiєї точки у новiй системi координат Ox′y′.
Розглянемо вектори −−→

OM = x
−→
i + y

−→
j ,

−−→
OO′ = x0

−→
i + y0

−→
j , i

−−−→
O′M = x′−→i + y′

−→
j .

Оскiльки −−→
OM =

−−→
OO′ +

−−−→
O′M , то

x
−→
i + y

−→
j = (x0 + x′)

−→
i + (y0 + y′)

−→
j .

Звiдси {
x = x0 + x′,

y = y0 + y′.

Отриманi формули дозволяють знаходити старi ко-
ординати x, y за новими x′, y′, i навпаки.
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Поворот системи координат
Пiд поворотом осей координат розумiють таке перетворення координат, при якому обидвi
осi повертаються на один i той самий кут, а початок координат та маштаб залишаються
незмiнними.
Нехай нова система координат Ox1y1 отримується
поворотом системи координат Oxy на кут α. Нехай
(x, y) – координати довiльної точки M у старiй си-
стемi координат Oxy, а (x1, y1) – координати цiєї
точки у новiй системi координат Ox1y1. Позначимо
довжину вiдрiзка |OM | = r. Зауважимо, що вона є
однаковою для обох систем координат. Нехай та-
кож φ — кут, який утворює вектор −−→

OM з вiссю
Ox1 (у новiй системi координат).
Тодi {

x = r cos(α+ φ),

y = r sin(α+ φ),

O
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тобто {
x = r cosα cosφ− r sinα sinφ,

y = r sinα cosφ+ r cosα sinφ.

Але r cosφ = x1, а r sinφ = y1. Тому{
x = x1 cosα− y1 sinα,

y = x1 sinα+ y1 cosα.

Отриманi формули називаються формулами повороту осей. Вони дозволяють визначити старi
координати (x, y) точки M за новими координатами (x1, y1) цiєї ж точки M , i навпаки.
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3. Рiвняння лiнiї (кривої) на площинi
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Лiнiєї (кривою) на площинi називається сукупнiсть точок (геометричне мiсце точок), якi мають
певну спiльну властивiсть.
Нехай на площинi введена прямокутна система координат Oxy.

Означення 1
Рiвнянням кривої на площинi називається рiвняння з двома змiнними F (x, y) = 0, яке
задовольняють всi точки M(x, y) кривої, i не задовольняє жодна точка, що не належать
цiй кривiй.

Якщо у заданiй системi координат рiвняння кривої вiдоме, то це дає можливiсть дослiджувати
геометричнi властивостi кривої та її форму.
Для того, щоб з’ясувати, чи лежить точка A(x0, y0) на кривiй, достатньо пiдставити коорди-
нати цiєї точки у рiвняння кривої F (x, y) = 0. Якщо при цьому рiвняння перетвориться на
тотожнiсть, тобто F (x0, y0) = 0, то точка A належить кривiй, iнакше (F (x0, y0) ̸= 0) точка A
не належить кривiй.
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Для того, щоб знайти точки перетину двох кривих, заданих своїми рiвняннями F1(x, y) = 0 i
F2(x, y) = 0, необхiдно розв’язати систему рiвнянь{

F1(x, y) = 0,

F2(x, y) = 0.

Якщо ця система не має розв’язкiв, то кривi не перетинаються.
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Криву на площинi можна задавати за допомогою двох рiвнянь:{
x = x(t),

y = y(t), t ∈ T,
(5)

де x та y — координати довiльної точки M(x, y) кривої, а t — змiнна, що називається
параметром i пробiгає множину значень T . Параметр t визначає положення кожної точки
M(x, y) кривої на площинi Oxy.
Таке задання кривої на площинi називається параметричним. Для того, щоб перейти вiд
параметричного задання кривої до рiвняння типу F (x, y) = 0, потрiбно з якогось iз двох
рiвнянь виключити змiнну t. Проте, не завжди це доцiльно робити, i не завжди це можна
зробити.
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Лiнiю на площинi можна задати також векторним рiвнянням r⃗ = r⃗(t), де t — скалярний
параметр. Кожному значенню параметра t0 вiдповiдає радiус-вектор r⃗0 = r⃗(t0). При змiнi
значення параметра t, кiнець радiус-вектора буде описувати на площинi криву.
Векторному рiвнянню лiнiї r⃗ = r⃗(t) у системi координат
Oxy вiдповiдають два скалярних рiвняння (5), тобто рiв-
няння проекцiй на осi координат векторного рiвняння лiнiї
є її параметричнi рiвняння.
Векторне рiвняння кривої та її параметричнi рiвняння ма-
ють механiчний змiст. Якщо точка рухається по площинi, то
вказанi рiвняння називаються рiвняннями руху, а крива –
траєкторiєю руху точки. При цьому параметр t – це час.
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4. Система координат у просторi
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Зафiксуємо впорядковану трiйку некомпланарних векторiв, прикладених до спiльної точки
O: −−→OA1, −−→OA2, −−→OA3.
Будь-якiй точцi M простору поставимо у вiдповiднiсть вектор −−→

OM . Оскiльки вектори −−→
OA1,

−−→
OA2, −−→OA3 утворюють базис, то iснує єдина трiйка чисел (x, y, z) така, що

−−→
OM = x

−−→
OA1 + y

−−→
OA2 + z

−−→
OA3. (6)

Сукупнiсть точки та трьох некомпланарних векторiв задає
систему координат у просторi: кожнiй точцi M простору ста-
виться у вiдповiднiсть єдина трiйка чисел (x, y, z) така, що
(6). Числа x, y та z називають координатами точки M . I
навпаки, для кожної трiйки чисел (x, y, z) iснує єдина то-
чка простору з такими координатами. Вектори −−→

OA1, −−→OA2,
−−→
OA3 задають орiєнтованi прямi – осi, якi називають осями
координат.
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Прямокутна (декартова) система координат у просторi
Прямокутна система координат у просторi задається точкою O — початком координат, та
трьома взаємно перпендикулярними одиничними векторами −→

i , −→j та
−→
k , якi визначають осi

координат – вiсь абсцис Ox, вiсь ординат Oy, та вiсь аплiкат Oz. Площини Oxy, Oxz та Oyz,
якi проходять через координатнi осi називаються координатними площинами. Вони подiляють
простiр на вiсiм областей, що називаються октантами.
Розглянемо довiльну точку M простору iз заданою
прямокутною системою координат Oxyz. Координа-
тами точки M у системi координат Oxyz називаю-
ться координати її радiус-вектора −−→

OM . Якщо −−→
OM =

x · i⃗ + y · j⃗ + z · k⃗, то координати точки M записують
M(x, y, z), число x називається абсцисою точки M , чи-
сло y — ординатою точки M , z — аплiкатою точки M .
Три числа x, y, z повнiстю визначають положення точки
у просторi.
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Основнi задачi прямокутної системи координат в просторi

Вiдстань мiж двома точками у декартовiй системi координат
Вiдстань d мiж точками A(xA, yA, zA) та B(xB , yB , zB) у просторi дорiвнює довжинi вiдрiзка
AB та довжинi вектора

−−→
AB =

xB − xA

yB − yA
zB − zA

 ,

тобто
d = |AB| = |

−−→
AB| =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.
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Подiл вiдрiзка у заданому вiдношеннi у декартовiй системi координат
Нехай вiдрiзок AB, що з’єднує точки A(xA, yA, zA) i
B(xB , yB , zB) потрiбно подiлити у заданому вiдношеннi
λ > 0, тобто знайти координати точки M(xM , yM , zM ) вiд-
рiзка AB такої, що |AM |

|MB| = λ.
Розглянемо вектори −−→

AM i −−→MB. Оскiльки точка M дiлить
вiдрiзок AB у вiдношеннi λ, то

−−→
AM = λ ·

−−→
MB.

O

A

BM

y

z

x

Але −−→
AM = (xM − xA)

−→
i + (yM − yA)

−→
j + (zM − zA)

−→
k ,

−−→
MB = (xB − xM )

−→
i + (yB − yM )

−→
j + (zB − zM )

−→
k .

Тому

(xM −xA)
−→
i +(yM −yA)

−→
j +(zM −zA)

−→
k = λ(xB −xM )

−→
i +λ(yB −yM )

−→
j +λ(zB −zM )

−→
k .
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Звiдси випливає, що

xM − xA = λ(xB − xM ), yM − yA = λ(yB − yM ), zM − zA = λ(zB − zM ),

тобто
xM =

xA + λxB

1 + λ
, yM =

yA + λyB
1 + λ

, zM =
zA + λzB
1 + λ

. (7)

Формули (7) називаються формулами подiлу вiдрiзка у заданому вiдношеннi.

Зокрема, якщо λ = 1, тобто |AM | = |MB|, то формули (7) набувають вигляду:

xM =
xA + x2

2
, yM =

yA + y2
2

, zM =
zA + z2

2
.

В цьому випадку точка M є серединою вiдрiзка AB.
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Приклад 1
Нехай дано двi вершини A(1, 3, 5), B(−1, 2, 1) паралелограма ABCD i точку перетину
його дiагоналей E(1, 0, 1). Знайти двi iншi вершини паралелограма.
Розв’язання. Оскiльки

1 = xE ̸= xA + xB

2
=

1− 1

2
= 0,

A

B C

D

E

то точка E – не є серединою вiдрiзка AB, а тому A та B – сумiжнi вершини.
Точка E – середина вiдрiзка AC , а тому:

xE =
xA + xC

2
, ⇒ xC = 2xE − xA = 1;

yE =
yA + yC

2
, ⇒ yC = 2yE − yA = −3;

zE =
zA + xC

2
, ⇒ zC = 2zE − zA = −3.

Таким чином, C(1,−3,−3).
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Точка E буде також серединою вiдрiзка BD, тому координати точки D, за аналогiєю
до точки C , будуть шукатися за формулами:

xD = 2xE − xB = 3, yD = 2yE − yB = −2, zD = 2zE − zB = 1.

Отже, D(3,−2, 1). Вiдповiдь: C(1,−3,−3), D(3,−2, 1).
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5. Рiвняння поверхнi i лiнiї у
просторi
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Рiвняння поверхнi у просторi
Поверхнi у просторi, як правило, можна розглядати як геометричне мiсце точок, якi задо-
вольняють деякiй умовi.
Прямокутна система координат Oxyz дозволяє встановити взаємно однозначну вiдповiд-
нiсть мiж точками простору i трiйками чисел x, y, z — їх координатами. Властивiсть, спiльна
для всiх точок поверхнi, можна записати у виглядi рiвняння, яке зв’язує координати всiх
точок поверхнi.

Означення 2
Рiвнянням даної поверхнi в прямокутнiй системi координат Oxyz називається таке
рiвняння F (x, y, z) = 0 з трьома невiдомими x, y, z, якому задовольняють координати
кожної точки, що лежить на поверхнi, i не задовольняють координати точок, що не
лежать на поверхнi.
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Рiвняння поверхнi дозволяє вивчення геометричних властивостей поверхонь замiнити дослi-
дженням її рiвняння. Наприклад, для того, щоб дiзнатися, чи лежить точка M1(x1, y1, z1) на
данiй поверхнi, достатньо пiдставити координати точки M1 у рiвняння поверхнi замiсть змiн-
них: якщо координати задовольняють рiвняння, то точка лежить на поверхнi, в протилежному
випадку —- точка не лежить на поверхнi.
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Рiвняння лiнiї (кривої) у просторi
Лiнiю у просторi можна розглядати, як лiнiю перетину двох поверхонь або як геометричне
мiсце точок, спiльних для двох поверхонь.
Якщо F1(x, y, z) = 0 i F2(x, y, z) = 0 – рiв-
няння двох поверхонь S1 та S2, якi визна-
чають лiнiю l, то координати точок цiєї лiнiї
задовольняють системi двох рiвнянь з трьома
невiдомими: {

F1(x, y, z) = 0,

F2(x, y, z) = 0.

Цi рiвняння називають рiвнянням лiнiї у про-

сторi. Наприклад,
{
y = 0,

z = 0,
– рiвняння осi

Ox.

z

x

y

l

S1

S2

I.В. Орловський Декартова система координат на площинi та у просторi



Лiнiю у просторi можна розглядати як траєкторiю руху точки. В цьому випадку її задають
векторним рiвнянням −→r = −→r (t), де t — скалярний параметр. Кожному значенню параметра
t0 вiдповiдає радiус-вектор −→r 0 = −→r (t0). При змiнi значення параметра t, кiнець радiус-
вектора буде описувати у просторi криву.
Криву у просторi можна задавати за допомогою трьох
рiвнянь: 

x = x(t),

y = y(t),

z = z(t), t ∈ T,

де x, y та z — координати довiльної точки M(x, y, z)
кривої, а t — змiнна, що називається параметром. Па-
раметр t визначає положення кожної точки M(x, y, z)
кривої у просторi Oxyz. Таке задання кривої у про-
сторi називається параметричним.

O

M

r⃗

x

y

z

i⃗
j⃗

k⃗
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