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I. Рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом
Нехай на площинi Oxy задана пряма, не паралельна осi Oy. Її положення на площинi одно-
значно визначається двома параметрами: ординатою точки N(0, b) перетину з вiссю Oy та
кутом α мiж вiссю Ox та прямою.
Розглянемо на прямiй довiльну точку
M(x, y). Проведемо через точку N пряму,
паралельну осi Ox, а через точку M пря-
му, паралельну осi Oy. Позначимо через
K – точку перетину побудованих прямих.
Очевидно, що ∠MNK = α. Тодi, оскiль-
ки ∆MNK прямокутний, а катети рiвнi
|NK| = x та |MK| = y − b, tgα = y−b
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тобто y = tgα · x+ b. Позначимо tgα = k. Таким чином, ми отримали рiвняння
y = kx+ b, (1)

якому задовольняють всi точки M(x, y) прямої.
Число tgα = k називається кутовим коефiцiєнтом прямої, а рiвняння (1) – рiвнянням прямої
з кутовим коефiцiєнтом.
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Розглянемо частинi випадки:
• якщо пряма проходить через початок координат, то b = 0, тобто рiвняння прямої

прийме вигляд y = kx;
• якщо пряма проходить паралельно осi Ox, то α = 0, а отже k = 0, i рiвняння прямої

прийме вигляд y = b;
• якщо пряма паралельна осi Oy, то α = π

2 , i кутовий коефiцiєнт k не iснує. В цьому
випадку рiвняння прямої буде мати вигляд x = a, де a – точка перетину прямої з
вiссю Ox.
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II. Рiвняння прямої, яка проходить через задану точку iз заданим
кутовим коефiцiєнтом

Нехай пряма на площинi проходить через точку M0(x0, y0) i має кутовий коефiцiєнт k.
Рiвняння цiєї прямої запишемо, як рiвняння з кутовим коефiцiєнтом: y = kx+ b. Знайдемо
коефiцiєнт b з умови, що пряма проходить через точку M0(x0, y0).
Пiдставляючи координати точки M0 у рiвняння прямої, матимемо y0 = kx0 + b, звiдки
b = y0 − kx0. Пiдставляючи значення b у рiвняння y = kx+ b, отримаємо y = kx+ y0 − kx0,
тобто

y − y0 = k(x− x0). (2)

Рiвняння (2) називають рiвнянням прямої, яка проходить через задану точку iз заданим
кутовим коефiцiєнтом.
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III. Рiвняння прямої, що проходить через задану точку
перпендикулярно даному вектору

Знайдемо рiвняння прямої, що проходить через точку M0(x0, y0) перпендикулярно даному
ненульовому вектору −→n =

(
A B

)T .
Для цього розглянемо на прямiй довiльну точку M(x, y)

i складемо вектор −−−→
M0M =

(
x− x0 y − y0

)T .
Оскiльки вектори −−−→

M0M та −→n перепендикулярнi, то їх
скалярний добуток дорiвнює нулю, тобто

A(x− x0) +B(y − y0) = 0. (3)

Рiвняння (3) називається рiвнянням прямої, що прохо-
дить через задану точку перпендикулярно даному (не-
нульовому) вектору.
Вектор −→n =

(
A B

)T називається нормальним векто-
ром прямої.
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y
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IV. Загальне рiвняння прямої
Покладемо у рiвняннi (3) C = −Ax0 −By0, отримаємо рiвняння

Ax+By + C = 0, (4)

яке називається загальним рiвнянням прямої.

Tеорема 1
Нехай на площинi введено прямокутну декартову систему координат. Тодi:

• будь-яку пряму на площинi можна задати лiнiйним рiвнянням вигляду (4);
• будь-яке лiнiйне рiвняння вигляду (4) визначає деяку пряму на площинi.
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Доведення
Доведемо першу частину. Нехай на площинi задано деяку пряму. Якщо вона пара-
лельна осi Oy, то перетинає вiсь Ox в деякiй точцi x0. Тодi її рiвняння буде мати
вигляд x = x0 або x− x0 = 0, яке є лiнiйним, вигляду (4) з A = 1, B = 0, C = −x0.
Нехай пряма не паралельна осi Oy. Тодi вона буде перетинати вiсь Oy у деякiй точцi
(0, b) та утворювати кут α ̸= π

2 з вiссю Ox. Тодi, рiвняння прийме вигляд (Див. (1))
y = kx+ b з k = tgα або kx− y + b = 0, тобто вигляду (4) з A = k, B = −1, C = b.

Доведемо другу частину. Вiд загального рiвняння (4) легко перейти до рiвняння пря-
мої з кутовим коефiцiєнтом. Дiйсно, якщо B ̸= 0, то рiвняння (4) можна переписати
наступним чином: y = −A

Bx− C
B . А це рiвняння є рiвнянням прямої з кутовим коефi-

цiєнтом k = −A
B , яка перетинає вiсь Oy у точцi

(
0,−C

B

)
. Якщо ж B = 0, то рiвняння

(4) набуває вигляду: Ax+C = 0, причому A ̸= 0, звiдки x = −C
A . Останнє рiвняння

є рiвнянням прямої, що паралельна осi Oy i проходить через точку (−C
A , 0).
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Розглянемо, частинi випадки загального рiвняння
• якщо A = 0, то пряма By + C = 0 паралельна осi Ox та перетинає вiсь Oy в точцi(

0,−C
B

)
;

• якщо B = 0, то пряма Ax+ C = 0 паралельна осi Oy та перетинає вiсь Ox в точцi(
−C

A , 0
)
;

• якщо C = 0, то пряма Ax+By = 0 проходить через початок координат;
• якщо A = C = 0, то пряма By = 0 спiвпадає з вiссю Ox. Отже, вiсь Ox має рiвняння
y = 0;

• якщо B = C = 0, то пряма Ax = 0 спiвпадає з вiссю Oy. Отже, вiсь Oy має рiвняння
x = 0.
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V. Канонiчне рiвняння прямої
Нехай вiдомо, що пряма проходить через точку M0(x0, y0) у напрямку вектора a⃗ =

(
ax ay

)T .
Розглянемо довiльну точку M(x, y) прямої. Складемо
вектор −−−→

M0M =
(
x− x0 y − y0

)T .
Зрозумiло, що вектор −−−→

M0M ∥ a⃗. Звiдси впливає, що
координати векторiв −−−→

M0M та a⃗ пропорцiйнi. Тому

x− x0

ax
=

y − y0
ay

. (5)
O

M0

M

x

y

a⃗

Таким чином, ми отримали рiвняння прямої, що проходить через точку M0(x0, y0) паралельно
вектору a⃗. Це рiвняння називається канонiчним рiвнянням прямої, а вектор a⃗ =

(
ax ay

)T
називається напрямним вектором прямої.
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Розглянемо два частинних випадки.
• Якщо ax = 0, то вектор a⃗ паралельний осi Oy, звiдки випливає, що пряма паралельна

цiй осi. Отже, рiвняння прямої буде мати вигляд: x = x0.
• Якщо ay = 0, то вектор a⃗ паралельний осi Ox, звiдки випливає, що пряма паралельна

цiй осi. Отже, рiвняння прямої буде мати вигляд: y = y0.
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V. Параметричне рiвняння прямої
З канонiчного рiвняння випливає, що

x− x0

ax
=

y − y0
ay

= t.

Виражаючи з цього рiвняння змiннi x та y, отримаємо рiвняння прямої{
x = x0 + axt,

y = y0 + ayt,

яке називається параметричним рiвнянням прямої.
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VII. Рiвняння прямої, що проходить через двi точки
Нехай пряма проходить через двi точки M1(x1, y1) та M2(x2, y2). Помiтимо, що у якостi
напрямного вектора можна взяти вектор −−−−→

M1M2 =
(
x2 − x1 y2 − y1

)T . Тодi, пiдставляючи
координати цього вектора у канонiчне рiвняння (5) та взявши у якостi точки, через яку
проходить пряма, M1, отримаємо рiвняння

x− x1

x2 − x1
=

y − y1
y2 − y1

. (6)

яке називається рiвнянням прямої, що проходить через двi точки.
Розглянемо частинi випадки:

• якщо x2 = x1, то пряма паралельна осi Oy i її рiвняння має вигляд x = x1;
• якщо y2 = y1, то пряма паралельна осi Ox i її рiвняння має вигляд y = y1.
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VIII. Рiвняння прямої "у вiдрiзках"
Нехай пряма перетинає вiсь Ox у точцi M1(a, 0), а вiсь Oy — у точцi M2(0, b).
Тодi рiвняння (6) приймає вигляд:

x− a

0− a
=

y − 0

b− 0
,

тобто
x

a
+

y

b
= 1. (7)

Рiвняння (7) називається рiвнянням прямої "у вiдрiз-
ках" , оскiльки числа a та b показують, якi вiдрiзки вiд-
тинає пряма вiд координатних осей.

O

M2

M1

a

b

x

y
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IX. Нормальне рiвняння прямої
Нехай на площинi задано пряму. Припустимо, що вiдомий кут α, який утворює перпенди-
куляр, опущений з початку координат O(0, 0) на цю пряму, з вiссю Ox та довжина цього
перпендукуляра p (p ≥ 0), тобто вiдстань вiд початку координат до прямої. Цi два параметри
однозначно визначають розташування прямої на площинi. Знайдемо її рiвняння.
Нехай точка P є основою перпендикуляра, опущеного з
точки O(0, 0) на пряму. Тодi −−→OP =

(
p cosα p sinα

)T ,
i точка P має координати P (p cosα, p sinα). Розгля-
немо довiльну точку M(x, y) на прямiй i складемо ве-
ктор −−→

PM =
(
x− p cosα y − p sinα

)T . Помiтимо, що
вектор −−→

PM перпендикулярний вектору −−→
OP , звiдки ви-

пливає, що їх скалярний добуток дорiвнює нулю. Отже, O

M

x

y

p

P

α

−−→
PM ·

−−→
OP = (x− p cosα)p cosα+ (y − p sinα)p sinα = 0.

Таким чином, отримали рiвняння
x · cosα+ y · sinα− p = 0, (8)

яке називається нормальним (або нормованим ) рiвнянням прямої.
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Розглянемо, як iз загального рiвняння прямої Ax + By + C = 0 можна перейти до її нор-
мального рiвняння (8). Помножимо рiвняння Ax+By+C = 0 на λ = 1√

A2+B2
, якщо C < 0,

i на λ = −1√
A2+B2

, якщо C > 0. Покладаючи λC = −p, отримаємо рiвняння

(λA)x+ (λB)y − p = 0,

де p > 0.
Оскiльки (λA)2+(λB)2 = 1, то числа λA та λB є вiдповiдно косинусом та синусом одного i
того самого кута. Покладемо λA = cosα i λB = sinα. Тодi рiвняння нашої прямої набуває
вигляду:

x · cosα+ y · sinα− p = 0.

Отже, ми звели загальне рiвняння прямої Ax+By + C = 0 до нормального вигляду.
Множник λ = ±1√

A2+B2
називається нормуючим множником.
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Приклад 1
Нехай дано двi точки M(6, −4) та N(10, −1). Знайти

1) Загальне рiвняння прямої L1, яка проходить через точки M та N .
Розв’язання. Для знаходження рiвняння прямої L1 скористаємося рiвнянням (6) прямої,
яка проходить через двi точки M та N

x− 6

10− 6
=

y + 4

−1 + 4
⇔ x− 6

4
=

y + 4

3
⇔ 3x− 4y − 34 = 0.

Вiдповiдь: загальне рiвняння L1 : 3x− 4y − 34 = 0.
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2) Канонiчне рiвняння прямої L2, яка проходить через точки M перпендикулярно
прямiй L1.

Розв’язання. Iз загального рiвняння прямої L1 : 3x − 4y − 34 = 0 можемо знайти
нормальний вектор цiєї прямої n⃗1 =

(
3 −4

)T . Оскiльки L2 ⊥ L1, то L2 ∥ n⃗1, а тому
можемо взяти вектор n⃗1 у якостi напрямного вектора L2 й скористатися канонiчним
рiвнянням прямої (5): x− 6

3
=

y + 4

−4
.

Вiдповiдь: канонiчне рiвняння L2 :
x− 6

3
=

y + 4

−4
.

3) Параметричне рiвняння прямої L2.
Розв’язання. Запишемо канонiчне рiвняння у наступному виглядi:

x− 6

3
=

y + 4

−4
= t ⇔

{
x = 6 + 3t;
y = −4− 4t.

Вiдповiдь: параметричне рiвняння L2 :

{
x = 6 + 3t;
y = −4− 4t.
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4) Загальне рiвняння прямої L2.
Розв’язання. Розглянемо канонiчне рiвняння прямої L2:

x− 6

3
=

y + 4

−4
⇔ 4(x− 6) = −3(y + 4) ⇔ 4x+ 3y − 12 = 0.

Вiдповiдь: загальне рiвняння L2 : 4x+ 3y − 12 = 0.

5) Рiвняння прямої L2 з кутовим коефiцiєнтом.
Розв’язання. Розглянемо загальне рiвняння прямої L2:

4x+ 3y − 12 = 0 ⇔ 3y = −4x+ 12 ⇔ y = −4

3
x+ 4.

Вiдповiдь: рiвняння прямої L2 з кутовим коефiцiєнтом y = −4

3
x+ 4.
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6) Рiвняння прямої L2 у ”вiдрiзках”.
Розв’язання. Розглянемо загальне рiвняння прямої
L2:

4x+ 3y − 12 = 0 ⇔ 4x+ 3y = 12 ⇔ x

3
+

y

4
= 1.

Вiдповiдь: рiвняння у ”вiдрiзках” L2 :
x

3
+

y

4
= 1.

O

1

1

x

y

3

4
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7) Нормальне рiвняння прямої L2.
Розв’язання. Розглянемо загальне рiвняння прямої L2 : 4x+ 3y − 12 = 0. Оскiльки
C = −12 < 0, то нормуючим множником буде число

λ = +
1√

42 + 32
=

1

5
.

Помноживши загальне рiвняння L2 на нормуючий множник λ, отримаємо шукане рiв-
няння:

4

5
x+

3

5
y − 12

5
= 0.

Отже, cosα = 4
5 , sinα = 3

5 , тобто перпендикуляр опущений з початку координат O
на пряму L2 утворює з вiссю Ox кут α = arcsin 3

5 = arctg 3
4 . Вiдстань вiд початку

координат до прямої дорiвнює p = 12
5 .

Вiдповiдь: нормальне рiвняння L2 :
4

5
x+

3

5
y − 12

5
= 0.
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2. Основнi задачi для прямої на
площинi
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I. Кут мiж прямими
Нехай прямi L1 та L2 задано рiвняннями з кутовим коефiцiєнтом y = k1x + b1, та y =
k2x + b2, вiдповiдно. Якщо цi двi прямi перетинаються, то вони утворюють два сумiжних
кути. Знайдемо один з цих кутiв.
Позначимо через α1 та α2 кути, що утворюють прямi
L1 та L2 з вiссю Ox вiдповiдно, тобто k1 = tgα1 i
k2 = tgα2. Кут φ = α2 − α1 буде одним з кутiв, що
утворюють цi прямi. Знайдемо формулу його обчислен-
ня. Якщо φ ̸= π

2 , то

tgφ = tg(α2 − α1) =
tgα2 − tgα1

1 + tgα1 tgα2
=

k2 − k1
1 + k1k2

.

O x

y

L1 L2

φ

φ

α1 α2

Для того, щоб знайти гострий кут мiж прямими, праву частину останньої рiвностi беруть по
модулю, тобто

tgφ =
∣∣∣ k2 − k1
1 + k1k2

∣∣∣.
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Знайдемо формулу знаходження кута мiж прямими L1 та L2, заданими канонiчними рiвнян-
нями

x− x1

ax
=

y − y1
ay

та x− x2

bx
=

y − y2
by

,

вiдповiдно.
Помiтимо, що кут φ мiж напрямними векторами a⃗ =(
ax ay

)T i b⃗ =
(
bx by

)T прямих L1 та L2 буде спiв-
падати з одним iз кутiв, що утворюють самi прямi. Тодi
цей кут можна знайти за формулою знаходження кута
мiж векторами:

cosφ =
a⃗ · b⃗

|⃗a| · |⃗b|
=

ax · bx + ay · by√
a2x + a2y ·

√
b2x + b2y

.

Для того, щоб знайти гострий кут мiж прямими, праву
частину останньої рiвностi беруть по модулю, тобто

cosφ =
|ax · bx + ay · by|√
a2x + a2y ·

√
b2x + b2y

.

O x

y

L1 L2

a⃗

b⃗

φ

φ
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Знайдемо формулу знаходження кута мiж прямими L1 та L2, заданими загальними рiвнян-
нями

A1x+B1y + C1 = 0 та A2x+B2y + C2 = 0,

вiдповiдно.
Помiтимо, що кут φ мiж нормальними векторами n⃗1 =(
A1 B1

)T i n⃗2 =
(
A2 B2

)T прямих L1 та L2 буде
спiвпадати з одним iз кутiв, що утворюють самi прямi.
Тодi цей кут можна знайти за формулою знаходження
кута мiж векторами:

cosφ =
n⃗1 · n⃗2

|n⃗1| · |n⃗2|
=

A1 ·A2 +B1 ·B2√
A2

1 +B2
1 ·

√
A2

2 +B2
2

.

Для того, щоб знайти гострий кут мiж прямими, праву
частину останньої рiвностi беруть по модулю, тобто

cosφ =
|A1 ·A2 +B1 ·B2|√
A2

1 +B2
1 ·

√
A2

2 +B2
2

.

O x

y

L1 L2

n⃗1

n⃗2

φ

φφ
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II. Умови паралельностi та перпендикулярностi прямих
Нехай двi прямi задано рiвняннями з кутовим коефiцiєнтом

L1 : y = k1x+ b1, L2 : y = k2x+ b2.

O x

y

L1 L2

α1 α2

Очевидно, прямi L1 та L2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли
φ = 0, тобто tgφ = tg(α2 − α1) =

k2 − k1
1 + k1k2

= 0.
З останньої рiвностi випливає, що

L1 ∥ L2 ⇔ k1 = k2
(
⇔ α1 = α2

)
.

Якщо k1 = k2 i при цьому b1 ̸= b2, то прямi L1 та L2 паралельнi
рiзнi (не мають спiльних точок), а при b1 = b2 – спiвпадають.

Прямi L1 та L2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли φ = π
2 ,

тобто ctgφ =
1 + k1k2
k2 − k1

= 0. З останньої рiвностi випливає, що

L1 ⊥ L2 ⇔ k1 · k2 = −1
(
⇔ α2 − α1 =

π

2

)
.

O x

y

L1 L2

α1

α2
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Нехай двi прямi задано канонiчними рiвняннями

L1 :
x− x1

ax
=

y − y1
ay

L2 :
x− x2

bx
=

y − y2
by

,

Очевидно, прямi L1 та L2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли їх
напрямнi вектори a⃗ =

(
ax ay

)T i b⃗ =
(
bx by

)T колiнеарнi,
тобто

L1 ∥ L2 ⇔ ax
bx

=
ay
by

(
⇔ a⃗ ∥ b⃗

)
.

Якщо a⃗ ∥ b⃗ ∦
−−−−→
M1M2, де M1(x1, y1) та M2(x2, y2) – точки,

якi лежать на прямих L1 та L2 вiдповiдно, то прямi L1 та L2

паралельнi рiзнi, а при a⃗ ∥ b⃗ ∥
−−−−→
M1M2 – спiвпадають.

O x

y

L1 L2

a⃗
b⃗

O x

y

L1 L2

a⃗

b⃗

Прямi L1 та L2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли пер-
пендикулярнi напрямнi вектори a⃗ i b⃗, тобто

L1 ⊥ L2 ⇔ axbx + ayby = 0
(
⇔ a⃗ · b⃗ = 0

)
.
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Нехай двi прямi задано загальними рiвняннями
L1 : A1x+B1y + C1 = 0 L2 : A2x+B2y + C2 = 0,

Очевидно, прямi L1 та L2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли їх
нормальнi вектори n⃗1 =

(
A1 B1

)T i n⃗2 =
(
A2 B2

)T колi-
неарнi, тобто

L1 ∥ L2 ⇔ A1

A2
=

B1

B2

(
⇔ n⃗1 ∥ n⃗2

)
.

O x

y

L1 L2

n⃗1
n⃗2

Якщо A1

A2
=

B1

B2
̸= C1

C2
, то прямi L1 та L2 паралельнi рiзнi, а при A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
–

спiвпадають.

O x

y

L1 L2

n⃗2

n⃗1

Прямi L1 та L2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли пер-
пендикулярнi нормальнi вектори n⃗1 i n⃗2, тобто

L1 ⊥ L2 ⇔ A1A2 +B1B2 = 0 ( ⇔ n⃗1 · n⃗2 = 0 ) .
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III. Вiдстань вiд точки до прямої
Нехай пряма L задана своїм загальним рiвнянням Ax+By + C = 0, i задана деяка точка
площини M0(x0, y0). Знайдемо вiдстань вiд точки M0 до прямої L.
Вiдстань d вiд точки M0 до прямої L дорiвнює модулю проекцiї вектора −−−−→

M1M0, де точка
M1(x1, y1) – довiльна точки прямої L, на напрям нормального вектора n⃗ =

(
A B

)T прямої
L. Таким чином,

d = | прn⃗

−−−−→
M1M0| =

∣∣∣−−−−→M1M0 · n⃗
|n⃗|

∣∣∣ = ∣∣∣ (x0 − x1)A+ (y0 − y1)B√
A2 +B2

∣∣∣ =
∣∣∣Ax0 +By0 −Ax1 −By1

∣∣∣
√
A2 +B2

.

O

M0

M1

L
d

x

y

n⃗

Оскiльки точка M1(x1, y1) належить прямiй L, то Ax1+
By1 + C = 0, звiдки −Ax1 −By1 = C . Тому

d =

∣∣∣Ax0 +By0 + C
∣∣∣

√
A2 +B2

.

Остання формула є формулою вiдстанi вiд точки
M0(x0, y0) до прямої Ax+By + C = 0.
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