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I. Рiвняння площини, що проходить через задану точку
перпендикулярно до заданого вектора

Нехай у просторi з введеною прямокутною системою ко-
ординат Oxyz задано площину Q. Нехай вiдомо точку
M0(x0, y0, z0), через яку проходить площина, та вектор
−→n =

(
A B C

)T , перпендикулярний до площини.
Нехай M(x, y, z) – довiльна точка площини. Складемо
вектор −−−→

M0M =
(
x− x0 y − y0 z − z0

)T . Оскiльки ве-
ктори −−−→

M0M i −→n перпендикулярнi, то їх скалярний добу-
ток дорiвнює нулю, тобто −−−→

M0M · −→n = 0.

O

x

y

z

Q

n⃗
M0

M

Звiдси отримуємо рiвняння площини, що проходить через точку M0(x0, y0, z0) перпендику-
лярно вектору −→n =

(
A B C

)T :
A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (1)

Вектор −→n називають нормальним вектором площини.
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II. Загальне рiвняння площини
Перепишемо рiвняння площини (1) наступним чином:

Ax+By + Cz −Ax0 −By0 − Cz0 = 0.

Покладемо −Ax0−By0−Cz0 = D. Отримаємо рiвняння першого порядка вiдносно змiнних
x, y, z:

Ax+By + Cz +D = 0, (2)
яке називають загальним рiвнянням площини.

Tеорема 1
Нехай у просторi введено прямокутну декартову систему координат Oxyz. Тодi:

• будь-яку площину у просторi Oxyz можна задати лiнiйним рiвнянням вигляду (2);
• будь-яке лiнiйне рiвняння вигляду (2) визначає деяку площину у просторi Oxyz.
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Доведення
Перша частина випливає безпосередньо з пункту I та отримання (2) на початку пун-
кту.

Доведемо другу частину. В рiвняннi (2) хоча б один iз коефiцiєнтiв A, B або C
має бути вiдмiнним вiд нуля. Не обмежуючи загальностi припустимо, що A ̸= 0, тодi
рiвняння (2) може бути переписано у виглядi

A

(
x−

(
−D

A

))
+B(y − 0) + C(z − 0) = 0,

яке є рiвнянням площини, яка проходить через точку M0

(
−D

A , 0, 0
)

перпендикулярно
до вектора n⃗ =

(
A B C

)T .
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Розглянемо частиннi випадки рiвняння (2):
1 • Якщо A = 0, то рiвняння (2) матиме вигляд By + Cz +D = 0. Вектор −→n =

(
0 B C

)T
є нормальним вектором цiєї площини. Вiн перпендикулярний осi Ox. Таким чином, площина
паралельна осi Ox.

• Якщо B = 0, то рiвняння (2) матиме вигляд Ax+ Cz +D = 0. Вектор −→n =
(
A 0 C

)T
є нормальним вектором цiєї площини. Вiн перпендикулярний осi Oy. Таким чином, площина
паралельна осi Oy.

• Якщо C = 0, то рiвняння (2) матиме вигляд Ax+ By +D = 0. Вектор −→n =
(
A B 0

)T
є нормальним вектором цiєї площини. Вiн перпендикулярний осi Oz. Таким чином, площина
паралельна осi Oz.

• Якщо D = 0, то рiвняння (2) матиме вигляд Ax+By+Cz = 0. Цьому рiвнянню задовольняє
точка O(0, 0, 0). Таким чином, площина проходить через початок координат O.
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2 • Якщо A = D = 0, то площина By+Cz = 0 проходить через початок координат i паралельна
осi Ox, тобто площина проходить через вiсь Ox.

• Якщо B = D = 0, то площина Ax+Cz = 0 проходить через початок координат i паралельна
осi Oy, тобто площина проходить через вiсь Oy.

• Якщо C = D = 0, то площина Ax+By = 0 проходить через початок координат i паралельна
осi Oz, тобто площина проходить через вiсь Oz.

3 • Якщо A = B = 0, то рiвняння (2) матиме вигляд Cz + D = 0, тобто z = −D
C

. В цьому
випадку площина паралельна координатнiй площинi Oxy.

• Якщо A = C = 0, то площина By +D = 0 паралельна координатнiй площинi Oxz.
• Якщо B = C = 0, то площина Ax+D = 0 паралельна координатнiй площинi Oyz.

4 • Якщо A = B = D = 0, рiвняння можна записати, як z = 0, тобто площина спiвпадає з
координатною площиною Oxy.

• Якщо A = C = D = 0, рiвняння можна записати, як y = 0, тобто площина спiвпадає з
координатною площиною Oxz.

• Якщо B = C = D = 0, рiвняння можна записати, як x = 0, тобто площина спiвпадає з
координатною площиною Oyz.
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III. Рiвняння площини, яка паралельна двом векторам
Нехай задано точку M0(x0, y0, z0) i два неколiнернi вектори −→a =

(
ax ay az

)T та
−→
b =(

bx by bz
)T . Знайдемо рiвняння площини, яка проходить через точку M0 паралельно ве-

кторам −→a та
−→
b . Вiдкладемо вектори −→a та

−→
b вiд точки M0. Точка та два неколiнеарнi

вектори будуть задавати єдину площину.
Нехай M(x, y, z) – довiльна точка площини. Складемо
вектор −−−→

M0M =
(
x− x0 y − y0 z − z0

)T .
Вектори −−−→

M0M , −→a та
−→
b лежать в однiй площинi, а тому

вони компланарнi. Звiдси випливає, що їх мiшаний до-
буток дорiвнює нулю, тобто

(−−−→
M0M,−→a ,

−→
b
)
= 0. Таким

чином, ∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3)

Рiвняння (3) називають рiвнянням площини, яка про-
ходить через точку M0(x0, y0, z0) паралельно двом ве-
кторам.

O

x

y

z

Q

M0

Ma⃗

b⃗
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IV. Рiвняння площини, що проходить через три точки
Три точки, що не належать однiй прямiй однозначно визначають площину. Знайдемо рiвняння
площини Q, що проходить через три точки M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3), що
не належать однiй прямiй.
Нехай M(x, y, z) – довiльна точка площини. Складемо три вектори

−−−→
M1M =

(
x− x1 y − y1 z − z1

)T
,

−−−−→
M1M2 =

(
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

)T
,

−−−−→
M1M3 =

(
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

)T
.

Цi вектори лежать в однiй площинi, а отже вони компланарнi. Звiдси випливає, що їх мiшаний
добуток дорiвнює нулю, тобто

(−−−→
M1M,

−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3

)
= 0. Таким чином,∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0. (4)

Рiвняння (4) називають рiвнянням площини, що проходить через три точки.
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V. Рiвняння площини "у вiдрiзках"
Нехай площина Q вiдтинає вiд координатних осей
вiдрiзки a, b, c вiдповiдно, тобто проходить через
точки A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c).
Пiдставляючи координати цих точок у рiвняння
(4), отримаємо ∣∣∣∣∣∣

x− a y z
−a b 0
−a 0 c

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розкриваючи визначник за першим рядком, ма-
тимемо, bc(x− a) + acy + abz = 0, звiдки

O
a

A

b B

c

C

x

y

z

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1. (5)

Рiвняння (5) називають рiвнянням площини ”у вiдрiзках”.
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VI. Нормальне рiвняння площини
Розташування площини Q у просторi цiлком визна-
чається одиничним вектором −→e направленим по пер-
пендикуляру OK , який опущено з початку коорди-
нат O(0, 0, 0) на площину Q, та довжиною p цього
перпендикуляру.
Нехай OK = p, а α, β, γ — кути, утворенi одиничним
вектором −→e з осями координат. Тодi

−→e =
(
cosα cosβ cos γ

)T
.

Нехай M(x, y, z) – довiльна точка площини. Складе-
мо вектор −→r =

−−→
OM =

(
x y z

)T . При довiльному

O

x

y

z

e⃗ p

β

r⃗
M Q

K

M

α

γ

розташуваннi точки M на площинi Q проекцiя радiус-вектора −→r на напрямок вектора −→e
завжди дорiвнює p, тобто пр−→e

−→r = p, звiдки −→e · −→r = p. Тому

−→e · −→r − p = 0.
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Перепишемо це рiвняння через координати векторiв −→r та −→e :
x · cosα+ y · cosβ + z · cos γ − p = 0. (6)

Рiвняння (6) називають нормальним рiвнянням площини.
Загальне рiвняння площини (2) можна звести до нормального рiвняння. Для цього загальне
рiвняння площини Ax+By+Cz+D = 0 помножимо на λ = +

1√
A2 +B2 + C2

, якщо D < 0,

i на λ = − 1√
A2 +B2 + C2

, якщо D > 0. Тодi, за аналогiєю до нормального рiвняння прямої
на площинi, отримане рiвняння λAx + λBy + λCz + λD = 0 буде нормальним рiвнянням
площини оскiльки в ньому

λA = cosα, λB = cosβ, λC = cos γ, p = −λD.

Множник λ = ± 1√
A2 +B2 + C2

називають нормуючим множником.
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Приклад 1
Нехай дано три точки A(2, 3, 2), B(−1, 6,−2) та C(5,−3, 4). Знайти

a) Рiвняння площини Q1, яка проходить через точку A перпендикулярно вектору −−→
BC .

Розв’язання. Знайдемо координати вектора
−−→
BC =

(
6 −9 6

)T
.

Скористаємося рiвнянням (1) площини, яка проходить через точку A перпендикулярно
вектору −−→

BC

6(x− 2)− 9(y − 3) + 6(z − 2) = 0 ⇔ 6x− 9y + 6z + 3 = 0 ⇔ 2x− 3y + 2z + 1 = 0.

Вiдповiдь: Q1 : 2x− 3y + 2z + 1 = 0.
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b) Рiвняння площини Q2, яка проходить через точки A, B та C .
Розв’язання. Для знаходження рiвняння площини Q2, застосуємо рiвняння (4) пло-
щини, яка проходить через три точки:∣∣∣∣∣∣

x− 2 y − 3 z − 2
−3 3 −4
3 −6 2

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ −18(x− 2)− 6(y − 3) + 9(z − 2) = 0 ⇔

⇔ −18x− 6y + 9z + 36 = 0 ⇔ 6x+ 2y − 3z − 12 = 0.

Вiдповiдь: Q2 : 6x+ 2y − 3z − 12 = 0.
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c) Рiвняння площини Q2 у ”вiдрiзках”.
Розв’язання. Розглянемо загальне рiвняння пло-
щини Q2:
6x+ 2y − 3z − 12 = 0 ⇔ 6x+ 2y − 3z = 12 ⇔

⇔ x

2
+

y

6
+

z

−4
= 1.

Вiдповiдь: Q2 :
x

2
+

y

6
+

z

−4
= 1.

O

x

y

z

2

6

−4
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d) Нормальне рiвняння площини Q2 та вiдстань вiд початку координат до площини
Q2.

Розв’язання. Розглянемо загальне рiвняння площини Q2 : 6x + 2y − 3z − 12 = 0.
Оскiльки D = −12 < 0, то нормуючим множником буде число

λ = +
1√

62 + 22 + 32
=

1

7
.

Помноживши загальне рiвняння Q2 на нормуючий множник λ = 1
7 , отримаємо шукане

рiвняння: 6

7
x+

2

7
y − 3

7
z − 12

7
= 0.

Отже, вiдстань вiд початку координат до площини дорiвнює p = 12
7 .

Вiдповiдь: нормальне рiвняння Q2 : 6
7x + 2

7y − 3
7z − 12

7 = 0, вiдстань вiд початку
координат p = 12

7 .
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e) Рiвняння площини Q3, яка проходить через точку A перпендикулярно до
площин Q1 : 2x− 3y + 2z + 1 = 0 та Q2 : 6x+ 2y − 3z − 12 = 0.

Розв’язання. Оскiльки Q3 перпендикулярна до площин Q1 та Q2, тодi вона буде
паралельна їхнiм нормальним векторам −→n1 =

(
2 −3 2

)T та −→n2 =
(
6 2 −3

)T . З
останього випливає, що у якостi нормального вектора площини Q3 можна взяти

−→n = −→n1 ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 −3 2
6 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 5⃗i+ 18⃗j + 22k⃗

Використовуючи рiвнянням (1) площини, яка проходить через точку A перпендику-
лярно вектору −→:

5(x− 2) + 18(y − 3) + 22(z − 2) = 0 ⇔ 5x+ 18y + 22z − 108 = 0.

Вiдповiдь: Q3 : 5x+ 18y + 22z − 108 = 0.
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2. Основнi задачi для площини у
просторi
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I. Кут мiж площинами
Розглянемо двi площини Q1 та Q2, заданi загальними
рiвняннями A1x+B1y+C1z+D1 = 0 та A2x+B2y+
C2z +D2 = 0 вiдповiдно.
Кутом мiж двома площинами Q1 та Q2 називають один
з двогранних кутiв, утворених цими площинами. Зро-
зумiло, що кут φ мiж нормальними векторами −→n 1 =(
A1 B1 C1

)T та −→n 2 =
(
A2 B2 C2

)T площин Q1

та Q2 дорiвнює одному з цих двогранних кутiв. Таким
чином,

φ

n⃗1 n⃗2

φ Q1

Q2

cosφ =
−→n 1 · −→n 2

|−→n 1| · |−→n 2|
=

A1A2 +B1B2 + C1C2√
A2

1 +B2
1 + C2

1 ·
√

A2
2 +B2

2 + C2
2

.

Для того, щоб знайти величину гострого кута, необхiдно у правiй частинi останньої рiвностi
взяти модуль:

cosφ =
|−→n 1 · −→n 2|
|−→n 1| · |−→n 2|

=
|A1A2 +B1B2 + C1C2|√

A2
1 +B2

1 + C2
1 ·

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.
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II. Умови паралельностi та перпендикулярностi площин
З’ясуємо умову паралельностi площин Q1 та Q2, зада-
них загальними рiвняннями A1x+B1y +C1z +D1 = 0
та A2x+B2y + C2z +D2 = 0 вiдповiдно.
Двi площини Q1 та Q2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли
колiнеарнi їх нормальнi вектори −→n 1 =

(
A1 B1 C1

)T
i −→n 2 =

(
A2 B2 C2

)T . Таким чином, площини Q1 та
Q2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли

A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
.

Q1

Q2

n⃗1

n⃗2

Якщо A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
̸= D1

D2
, то площини Q1 та Q2 паралельнi рiзнi, а при A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
=

D1

D2
– спiвпадають.
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З’ясуємо умову перпендикулярностi площин Q1 та Q2,
заданих загальними рiвняннями A1x+B1y+C1z+D1 =
0 та A2x+B2y + C2z +D2 = 0 вiдповiдно.
Очевидно, площини Q1 та Q2 перпендикулярнi тодi i
тiльки тодi, коли перпендикулярнi їх нормальнi вектори
−→n 1 =

(
A1 B1 C1

)T та −→n 2 =
(
A2 B2 C2

)T , тобто
тодi i тiльки тодi, коли скалярний добуток нормальних
векторiв −→n 1 i −→n 2 дорiвнює нулю: −→n 1 · −→n 2 = 0.

Q1

Q2

n⃗1

n⃗2

З цих мiркувань випливає, що площини Q1 та Q2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi,
коли

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.
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III. Вiдстань вiд точки до площини
Нехай у просторi Oxyz задана площина Q за-
гальним рiвнянням Ax+By+Cz+D = 0 i точка
M0(x0, y0, z0). Знайдемо вiдстань вiд точки M0 до
площини Q.
Вiдстань d вiд точки M0 до площини Q дорiвнює
модулю проекцiї вектора

−−−−→
M1M0 =

(
x0 − x1 y0 − y1 z0 − z1

)T
,

де M1(x1, y1, z1) – довiльна точка площини
Q, на напрямок нормального вектора −→n =(
A B C

)T .

O

x

y

z

Q

d

n⃗

M1

M0
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Тому

d = | пр−→n
−−−−→
M1M0| =

∣∣∣−−−−→M1M0 · −→n
|−→n |

∣∣∣ = |(x0 − x1)A+ (y0 − y1)B + (z0 − z1)C|√
A2 +B2 + C2

=

=
|Ax0 +By0 + Cz0 −Ax1 −By1 − Cz1|√

A2 +B2 + C2
.

Але точка M1(x1, y1, z1) належить площинi Q, а отже Ax1 + By1 + Cz1 + D = 0. Звiдси
−Ax1 −By1 − Cz1 = D, i

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.
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