
Linear algebra and analytical geometry
for engineers

Lecture 13: Second order curves and their classification.
Ellipse

Lecturer: Igor Orlovskyi

I.В. Орловський Кривi другого порядку. Елiпс



Змiст

1 Загальне рiвняння кривої другого порядка
2 Елiпс, його канонiчне рiвняння

I.В. Орловський Кривi другого порядку. Елiпс



1. Загальне рiвняння кривої другого
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Означення 1
Кривою другого порядка на площинi називається сукупнiсть точок (геометричне мiсце
точок), якi в деякiй декартовiй системi координат Oxy задовольняють алгебраїчне
рiвняння другого порядка:

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (1)

де A, B, C , D, E, F – дiйснi числа, причому принаймнi одне з чисел A, B, C не дорiвнює
нулю. (A2 +B2 + C2 ̸= 0).

Рiвняння (1) називається загальним рiвнянням кривої другого порядку.
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Tеорема 1

Загальне рiвняння (1) кривої другого порядка, задане у декартовiй системi координат
Oxy, за допомогою перетворення системи координат можна звести до одного з
наступних виглядiв:

I Âx2
2 + Ĉy22 + F̂ = 0, Â · Ĉ ̸= 0;

II Ĉy22 + 2D̂x2 = 0, Ĉ · D̂ ̸= 0, або Âx2
2 + 2Êy2 = 0, Â · Ê ̸= 0;

III Âx2
2 + F̂ = 0, Â ̸= 0, або Ĉy22 + F̂ = 0, Ĉ ̸= 0,

де x2 i y2 — змiннi у новiй декартовiй системi координат Ox2y2.

Рiвняння I, II, III, наведенi у теоремi 1, називаються найпростiшими рiвняннями кривих дру-
гого порядка.
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Класифiкацiя кривих другого порядка
Вiдповiдно до теореми 1 рiвняння (1) задає у деякiй декартовiй системi координат одну з
наступних 9 лiнiй:

I 1
x2

a2
+

y2

b2
= 1 — елiпс

2
x2

a2
+

y2

b2
= −1 — уявний елiпс

3
x2

a2
+

y2

b2
= 0 — двi уявнi прямi, що перетинаються

4
x2

a2
− y2

b2
= 1 — гiпербола

5
x2

a2
− y2

b2
= 0 — пара прямих, що перетинаються

II 6 x2 = 2py — парабола

III 7 x2 = a2 — пара паралельних прямих
8 x2 = −a2 — пара уявних паралельних прямих
9 x2 = 0 — двi прямi, що спiвпадають
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2. Елiпс, його канонiчне рiвняння
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Означення 2
Елiпсом називається геометричне мiсце точок площини таких, що сума вiдстаней вiд
кожної з них до двох фiксованих точок площини, якi називаються фокусами, є величиною
сталою i бiльшою за вiдстань мiж фокусами.

Канонiчне рiвняння елiпса
Зафiксуємо двi точки площини — фокуси F1 i F2.
Розглянемо на площинi таку декартову систему
координат Oxy, що вiсь Ox проходить через фо-
куси F1 i F2 у напрямi вiд F1 до F2, а точка O
є серединою вiдрiзка F1F2. Вiсь Oy проведемо
через точку O, перпендикулярно осi Ox. O x

y

F1(−c, 0) F2(c, 0)

M(x, y)

Таким чином, F1(−c, 0) i F2(c, 0), де c — вiдоме додатне дiйсне число.
Нехай M(x, y) — довiльна точка елiпса, та сума вiдстаней вiд точки M(x, y) до фокусiв
дорiвнює 2a, тобто

|MF1|+ |MF2| = 2a.

Вiдрiзки |MF1| i |MF2| називаються фокальними радiусами.
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Оскiльки

|MF1| =
√
(x+ c)2 + y2, |MF2| =

√
(x− c)2 + y2,

то
O x

y

F1(−c, 0) F2(c, 0)

M(x, y)

|MF1|+ |MF2| = 2a
√

(x+ c)2 + y2 +
√
(x− c)2 + y2 = 2a ⇔

⇔
√
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2 ⇔

⇔ (x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√
(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2 ⇔

⇔ a
√
(x− c)2 + y2 = a2 − cx ⇔

⇔ a2((x− c)2 + y2) = a4 − 2a2cx+ c2x2 ⇔
⇔ (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).
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За означенням елiпса a > c. Тому, покладаючи a2 − c2 = b2, отримаємо рiвняння

b2x2 + a2y2 = a2b2,

звiдки
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (2)

Рiвняння (2) називається канонiчним рiвнянням елiпса. Зауважимо, що у випадку, коли a = b,
рiвняння (2) описує на площинi коло з центром у початку координат та радiуса R = a.
Отже, довiльна точка, що належить елiпсу, у деякiй декартовiй системi координат задоволь-
няє рiвняння (2).
Зауважимо, що у деяких задачах вiд канонiчного рiвняння елiпса зручно переходити до його
параметричного рiвняння: {

x = a cos t,

y = b sin t.
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Форма та характеристики елiпса
Дослiдимо за рiвнянням (2) форму та розташування елiпса.

1 Змiннi x та y входять у рiвняння (2) у парних степенях. Тому, якщо точка (x, y) належить
елiпсу, то i точки (−x, y), (x,−y), (−x,−y) також належать елiпсу. Отже, фiгура симе-
трична вiдносно осей Ox та Oy, а також точки O(0, 0), яку називають центром елiпса.

2 Знайдемо точки перетину елiпса з осями координат. Пiдставивши у рiвняння (2) y = 0,
отримаємо, що вiсь Ox елiпс перетинає у точках A1(−a, 0), A2(a, 0). Поклавши x = 0,
отримаємо двi точки B1(0,−b), B2(0, b), в яких елiпс перетинає вiсь Oy. Точки A1, A2,
B1, B2 називають вершинами елiпса.
Вiдрiзки A1A2 та B1B2, а також їх довжини 2a i 2b називають вiдповiдно великою
та малою осями елiпса. Числа a i b називають вiдповiдно великою та малою пiвосями
елiпса.
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3 З рiвняння (2) також випливає, що

x2

a2
≤ 1 i y2

b2
≤ 1,

звiдки
−a ≤ x ≤ a i − b ≤ y ≤ b.

Тобто всi точки елiпса знаходяться всерединi прямокутника, утвореного прямими

x = ±a i y = ±b.
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4 Вiзьмемо на елiпсi точку (x, y) у першiй чвертi, тобто x ≥ 0, y ≥ 0, а тому

y =
b

a

√
a2 − x2, 0 ≤ x ≤ a.

Оскiльки y′ = − bx

a
√
a2 − x2

< 0, при 0 < x < a, то функцiя монотонно спадає при
0 < x < a.
Аналогiчно, оскiльки y′′ = − ab

(a2 − x2)
3
2

< 0, при 0 < x < a, то функцiя є опуклою

вгору при 0 < x < a. Таким чином, елiпс є замкненою овальною кривою. За
встановленими характеристиками побудуємо елiпс:

O x

y

F1 F2

A1 A2

B1

B2
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5

Означення 3
Вiдношення половини вiдстанi мiж фокусами до бiльшої пiвосi c

a називається
ексцентриситетом елiпса i позначається лiтерою ε:

ε =
c

a
.

Зауважимо, що 0 < ε < 1.
Перепишемо ексцентриситет наступним чином:

ε =
c

a
=

√
a2 − b2

a
=

√
1− b2

a2
,

тобто
b

a
=

√
1− ε2.

Звiдси випливає, що чим меншим є ексцентриситет, тим меньше сплющений елiпс.
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6 Нехай M(x, y) — довiльна точка елiпса. Розгля-
немо фокальнi радiуси |MF1| = r1 i |MF2| = r2.
Тодi r1 + r2 = 2a, i мають мiсце рiвностi:

r1 = a+ εx, r2 = a− εx.

Прямi x = ±a

ε
називаються директрисами елiпса.

Значення директрис елiпса мiститься у наступнiй
теоремi.

O x

y

r1 r2

x = −a
ε

x = a
ε

r

d

F1 F2

M

Твердження 1
Якщо r — вiдстань вiд довiльної точки елiпса до одного з двох фокусiв, а d — вiдстань
вiд цiєї ж точки до вiдповiдної цьому фокусу директриси, то вiдношення r

d є величиною
сталою, рiвною ексцентриситету ε.
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7 Якщо a < b, то рiвняння (2) описує елiпс, бiльша
вiсь якого 2b лежить на осi Oy, а мала вiсь 2a —
на осi Ox. При цьому фокуси знаходяться у точках

F1(0, c), F2(0,−c),

де c2 = b2−a2, ε = c
b , а директриси мають рiвняння

y = ± b
ε . O x

y

y = − b
ε

y = b
ε

F1

F2

A1 A2

B1

B2
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8 Якщо центр елiпса знаходиться у точцi
O1(x0, y0), то його канонiчне рiвняння
має вигляд:

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1.

При цьому, якщо a > b, то фокуси знахо-
дяться у точках F1(x0 + c, y0) i F2(x0 −
c, y0), а директриси задаються рiвняння-
ми: x = x0 ± a

ε .

O x

y

F1 F2

O1

x0

y0
a

b
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9 Якщо a = b = R, то рiвняння
(x− x0)

2

R2
+

(y − y0)
2

R2
= 1 ⇔

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2

задає на площинi коло з центром в точцi O1(x0, y0) i ра-
дiуса R. Останнє рiвняння називають канонiчним рiв-
нянням кола.
Рiвняння кола можна безпосередньо отримати iз озна-
чення кола як геометричного мiсця точок площини. O x

y

x0

y0
O1

M

R

Означення 4
Колом називають геометричне мiсце точок площини, рiвновiддалених вiд фiксованої
точки площини, яку називають центром кола. Вiдрiзок, який сполучає центр кола з
будь-якою його точкою, а також довжину цього вiдрiзка називають радiусом кола.
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Приклад 1
Знайти всi характеристики елiпса 4x2 + 9y2 − 36 = 0.
Розв’язання. Спочатку зведемо рiвняння до канонiчного вигляду:

4x2 + 9y2 − 36 = 0 ⇔ 4x2 + 9y2 = 36 ⇔ x2

9
+

y2

4
= 1 ⇔ x2

32
+

y2

22
= 1.

З отриманого канонiчного рiвняння елiпса заключаємо, що центр елiпса буде у початку
координат O(0, 0), бiльшою пiввiссю елiпса будеa = 3, а меншою – b = 2. Тодi осями
елiпса будуть 2a = 6, 2b = 4.
Вершини елiпса

A1(−3, 0), A2(0, 3), B1(0,−2), B2(0, 2).
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Для визначення координат фокусiв зна-
йдемо

c =
√
a2 − b2 =

√
9− 4 =

√
5.

Отже, фокуси

F1

(
−
√
5, 0

)
, F2

(√
5, 0

)
,

а ексцентриситет

ε =
c

a
=

√
5

3
.

Залишилось знайти рiвняння директрис

x = ±a

ε
⇔ x = ± 3

√
5
3

⇔ x = ± 9√
5
.

O x

y

x = −
9
√
5

x =
9
√
5

−
√

5
√

5

−3 3

−2

2

F1 F2

A1 A2

B1

B2
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