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1. Пряма в просторi, рiзнi види її
рiвняння
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I. Канонiчне рiвняння прямої
Складемо рiвняння прямої, що проходить через за-
дану точку M0 (x0, y0 z0) паралельно вектору a⃗ =(
ax ay az

)T .
Розглянемо довiльну точку M(x, y, z) прямої. Складе-
мо вектор −−−→M0M =

(
x− x0 y − y0 z − z0

)T .
Зрозумiло, що вектор −−−→M0M колiнеарний вектору a⃗.
Звiдси випливає, що координати векторiв −−−→M0M та a⃗
пропорцiйнi. Тому

O

M0

M

a⃗

x

y

z

x− x0

ax
=

y − y0
ay

=
z − z0
az

. (1)

Таким чином, ми отримали рiвняння прямої, що проходить через точку M0(x0, y0, z0) па-
ралельно вектору a⃗. Це рiвняння називають канонiчним рiвнянням прямої, а вектор a⃗ =(
ax ay az

)T називають напрямним вектором прямої.
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Розглянемо деякi частиннi випадки:
1 Якщо ax = 0, то пряма перпендикулярна осi Ox i лежить у площинi x = x0;
2 Якщо ay = 0, то пряма перпендикулярна осi Oy i лежить у площинi y = y0;
3 Якщо az = 0, то пряма перпендикулярна осi Oz i лежить у площинi z = z0;
4 Якщо ax = 0 i ay = 0, то пряма перпендикулярна площинi Oxy, i перетинає цю

площину в точцi (x0, y0, 0). Таким чином, пряма паралельна осi Oz;
5 Якщо ax = 0 i az = 0, то пряма перпендикулярна площинi Oxz, i перетинає цю

площину в точцi (x0, 0, z0). Таким чином, пряма паралельна осi Oy;
6 Якщо ay = 0 i az = 0, то пряма перпендикулярна площинi Oyz, i перетинає цю

площину в точцi (0, y0, z0). Таким чином, пряма паралельна осi Ox.
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II. Параметричне рiвняння прямої
З канонiчного рiвняння випливає, що

x− x0

ax
=

y − y0
ay

=
z − z0
az

= t.

Виражаючи з цього рiвняння змiннi x, y та z отримаємо рiвняння прямої
x = x0 + axt,

y = y0 + ayt,

z = z0 + azt,

яке називають параметричним рiвнянням.
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III. Рiвняння прямої, яка проходить через двi точки
Нехай пряма L проходить через двi точки
M1 (x1, y1, z1) та M2 (x2, y2, z2). Знайдемо її рiвнян-
ня.
Помiтимо, що вектор

−−−−→
M1M2 =

(
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

)T
паралельний прямiй L, а тому його можна взяти у яко-
стi напрямного вектора. Тодi, використовуючи канонi-
чне рiвняння (1) з точкою M1 та напрямним вектором
−−−−→
M1M2, отримаємо

O

M1

M2

Lx

y

z

x− x1

x2 − x1
=

y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

,

яке називають рiвнянням прямої, яка проходить через двi точки.
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IV. Загальне рiвняння прямої
Пряму L у просторi можна задавати як лiнiю перетину двох площин:{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.
(2)

Кожне рiвняння системи є рiвнянням площини. Якщо площини не паралельнi, тобто коор-
динати нормальних векторiв −→n1 =

(
A1 B1 C1

)T i −→n2 =
(
A2 B2 C2

)T не пропорцiйнi,
то система (2) визначає пряму як геометричне мiсце точок простору, координати яких задо-
вольняють кожному з рiвнянь системи. Рiвняння (2) називають загальним рiвнянням прямої.
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Розглянемо, як вiд загального рiвняння (2) прямої перейти до її канонiчного рiвняння. Зна-
йдемо деяку точку M0 (x0, y0, z0), що задовольняє обом рiвнянням системи. Для цього,
наприклад, можна покласти z0 = 0, а координати x0 i y0 знайти з системи{

A1x0 +B1y0 +D1 = 0,

A2x0 +B2y0 +D2 = 0.

Оскiльки пряма L перпендикулярна векторам −→n1 =(
A1 B1 C1

)T i −→n2 =
(
A2 B2 C2

)T , то її напрям-
ний вектор a⃗ колiнеарний їх векторному добутку. Таким
чином, можна взяти у якостi напрямного вектора прямої
L

a⃗ = −→n1 ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣ . (3)

Далi, пiдставляючи координати точки M0 та координати
вектора a⃗ у рiвняння (1), отримаємо канонiчний вигляд
рiвняння прямої.

Q1 Q2

n⃗2n⃗1

a⃗
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Зауваження
Вiд загального рiвняння прямої до її канонiчного рiвняння можна перейти, вибравши двi
рiзнi точки, що задовольняють систему (2), тобто лежать на прямiй, та скориставшись
рiвнянням прямої, яка проходить через двi точки.
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Приклад 1

Нехай пряму L задано загальним рiвнянням L :

{
x+ y − z + 1 = 0,
2x− y − 3z + 5 = 0.

. Записати

канонiчне та параметричне рiвняння прямої L.
Розв’язання. Для отримання канонiчного рiвняння L, знайдемо спочатку координати деякої
точки M0(x0, y0, z0), що лежить на прямiй. Для цього покладемо z0 = 0 i пiдставимо це
значення в загальне рiвняння L. Отримаємо систему{

x0 + y0 + 1 = 0
2x0 − y0 + 5 = 0 ← IIр. + Iр. ⇔

{
x0 + y0 + 1 = 0
3x0 + 6 = 0

⇔
{

y0 = 1
x0 = −2 ,

звiдки M0(−2, 1, 0). Для отримання канонiчного залишилось знайти координати напрямного
вектора прямої. Використовуючи (3):

a⃗ = −→n1 ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 1 −1
2 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = −4⃗i+ j⃗ − 3k⃗.

Отже, канонiчне рiвняння прямої має вигляд: x+ 2

−4
=

y − 1

1
=

z

−3
.
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Перейдемо до знаходження параметричного рiвняння прямої L. Запишемо канонiчне
рiвняння у наступному виглядi:

x+ 2

−4
=

y − 1

1
=

z

−3
= t ⇔

 x = −2− 4t;
y = 1 + t;
z = −3t.

Вiдповiдь: канонiчне рiвняння L :
x+ 2

−4
=

y − 1

1
=

z

−3
,

параметричне рiвняння L :

 x = −2− 4t;
y = 1 + t;
z = −3t.
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2. Основнi задачi для прямої у
просторi
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I. Кут мiж прямими
Нехай у просторi прямi L1 i L2 заданi канонiчними рiвня-
ннями
x− x1

ax
=

y − y1
ay

=
z − z1
az

,
x− x2

bx
=

y − y2
by

=
z − z2
bz

вiдповiдно. Пiд кутом мiж прямими L1 i L2 розумiють кут
мiж напрямними векторами −→a =

(
ax ay az

)T та
−→
b =(

bx by bz
)T прямих L1 i L2. Тому

O
y

x

z

L1 L2

a⃗

b⃗

φ

cosφ =
−→a ·
−→
b

|−→a | ·
∣∣∣−→b ∣∣∣ = axbx + ayby + azbz√

a2x + a2y + a2z ·
√

b2x + b2y + b2z

Для знаходження гострого кута мiж прямими L1 i L2 у правiй частинi останньої рiвностi
чисельник необхiдно взяти по модулю:

cosφ =

∣∣∣−→a · −→b ∣∣∣
|−→a | ·

∣∣∣−→b ∣∣∣ = |axbx + ayby + azbz|√
a2x + a2y + a2z ·

√
b2x + b2y + b2z
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II. Умови паралельностi та перпендикулярностi прямих
Нехай двi прямi задано канонiчними рiвняннями

L1 :
x− x1

ax
=

y − y1
ay

=
z − z1
az

, L2 :
x− x2

bx
=

y − y2
by

=
z − z2
bz

.

Прямi L1 i L2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли колiнеарнi їх напрямнi вектори −→a =(
ax ay az

)T та
−→
b =

(
bx by bz

)T . Таким чином, двi прямi у просторi паралельнi тодi i
тiльки тодi, коли ax

bx
=

ay
by

=
az
bz

.

Якщо a⃗ ∥ b⃗ ∦
−−−−→
M1M2, де M1(x1, y1, z1) та M2(x2, y2, z2) – точки, якi лежать на прямих L1 та

L2 вiдповiдно, то прямi L1 та L2 паралельнi рiзнi, а при a⃗ ∥ b⃗ ∥
−−−−→
M1M2 – спiвпадають.

Прямi L1 i L2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли перпендикулярнi їх напрямнi вектори,
тобто −→a ·

−→
b = 0. В свою чергу, ця умова рiвносильна тому, що

axbx + ayby + azbz = 0.
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III. Умова, при якiй двi прямi лежать в однiй площинi
Нехай двi прямi задано канонiчними рiвняннями

L1 :
x− x1

ax
=

y − y1
ay

=
z − z1
az

, L2 :
x− x2

bx
=

y − y2
by

=
z − z2
bz

.

З’ясуємо, за якої умови прямi L1 i L2 лежать в однiй площинi.
Напрямними векторами прямих L1 i L2 є вектори−→a =

(
ax ay az

)T та
−→
b =

(
bx by bz

)T ,
вiдповiдно. Точка M1(x1, y1, z1) належить прямiй L1, а точка M2(x2, y2, z2) – прямiй L2.
Прямi L1 i L2 лежать в однiй площинi тодi i тiльки тодi,
коли вектори −→a =

(
ax ay az

)T ,
−→
b =

(
bx by bz

)T
та −−−−→M1M2 =

(
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

)T компланар-
нi, тобто

(−−−−→
M1M2,

−→a ,
−→
b
)
= 0, або∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = 0.

O
M1

M2

x

y

z

L1

L2

a⃗

b⃗

Якщо при цьому a⃗ ∥ b⃗, то прямi паралельнi, а при a⃗ ∦ b⃗ – перетинаються.
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IV. Умова мимобiжностi прямих
Нехай двi прямi задано канонiчними рiвняннями

L1 :
x− x1

ax
=

y − y1
ay

=
z − z1
az

, L2 :
x− x2

bx
=

y − y2
by

=
z − z2
bz

.

З попереднього пункту випливає, що прямi L1 i L2 мимобiжними тодi i тiльки тодi, коли ве-
ктори −→a =

(
ax ay az

)T ,
−→
b =

(
bx by bz

)T та −−−−→M1M2 =
(
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

)T
не компланарнi, тобто

(−−−−→
M1M2,

−→a ,
−→
b
)
̸= 0, або∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.
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V. Вiдстань вiд точки до прямої у просторi
Нехай у просторi задано пряму L канонiчним рiвнянням

x− x1

ax
=

y − y1
ay

=
z − z1
az

.

i точку M0(x0, y0, z0). Знайдемо вiдстань d вiд точки M0 до прямої L.
Вiд точки M1(x1, y1, z1) прямої L вiдкладемо напрямний вектор a⃗ =

(
ax ay az

)T та
вектор −−−−→M1M0 =

(
x0 − x1 y0 − y1 z0 − z1

)T .
Побудуємо на цих векторах, як на сторонах пара-
лелограм. Помiтимо, що вiдстань d вiд точки M0

до прямої L буде дорiвнювати висотi отримано-
го паралелограма. Оскiльки площа паралелогра-
ма S, з одного боку, дорiвнює S =

∣∣∣−−−−→M1M0 × a⃗
∣∣∣,

а з iншого S = |⃗a| · d, де |⃗a| - довжина сторони
паралелограма, а d – висота, то

d =

∣∣∣−−−−→M1M0 × a⃗
∣∣∣

|⃗a|
(4)

O

x

y

z

M ′

dM1

M0

L
a⃗
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V. Вiдстань мiж паралельними прямими у просторi
Нехай у просторi двi паралельнi прямi задано канонiчним рiвнянням

L1 :
x− x1

ax
=

y − y1
ay

=
z − z1
az

, L2 :
x− x2

bx
=

y − y2
by

=
z − z2
bz

(⃗a ∥ b⃗).

Знайдемо вiдстань d мiж цими прямими.
В силу паралельностi прямих, вiдстань d мiж ни-
ми буде дорiвнювати вiдстанi вiд будь-якої точки
прямої L1 до прямої L2 (або вiд будь-якої точки
прямої L2 до L1).
Тодi, оберемо на прямiй L2 точку M2(x2, y2, z2)
та скористаємося формулою (4) вiдстанi вiд точки
M2 до прямої L1:

d =

∣∣∣−−−−→M1M2 × a⃗
∣∣∣

|⃗a|

O

x

y

z

d

L1

L2

M2
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VI. Вiдстань мiж мимобiжними прямими у просторi
Нехай у просторi двi мимобiжнi прямi задано канонiчним рiвнянням

L1 :
x− x1

ax
=

y − y1
ay

=
z − z1
az

, L2 :
x− x2

bx
=

y − y2
by

=
z − z2
bz

.

Спiльним перпендикуляром до мимобiжних прямих L1 та L2 називають пряму L, яка пере-
тинає обидвi прямi, та L ⊥ L1 i L ⊥ L2.
Зауважимо, що для прямих L1 та L2 iснує єдина пара точок N1 на прямiй L1 та N2 на прямiй
L2 така, що пряма N1N2 є спiльним перпендикуляром до прямих L1 та L2.

Знайдемо вiдстань d = |N1N2| вiд цими прямими. Для цього проведемо через пряму L1

площину Q, яка буде паралельна обом прямим. Тодi Q паралельна напрямним векторам
−→a =

(
ax ay az

)T i
−→
b =

(
bx by bz

)T прямих L1 та L2, вiдповiдно, i у якостi нормаль-
ного вектора площини можна взяти вектор −→n = −→a ×

−→
b =

(
A B C

)T . Таким чином, отри-
маємо рiвняння площини Q, як рiвняння площини, що проходить через точку M1(x1, y1, z1),
перпендикулярно вектору −→n :

A(x− x1) +B(y − y1) + C(z − z1) = 0.
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В силу побудови площина Q мiстить пряму L1 та паралельна прямiй L2. З останнього ви-
пливає, що вiдстань мiж прямими L1 та L2 буде спiвпадати з вiдстанню мiж прямою L2 та
площиною Q, що в свою чергу дорiвнює вiдстанi вiд будь-якої точки прямої L2 до площини
Q. Взявши у якостi такої точки M2, та скориставшись формулою вiдстанi вiд точки до пло-
щини, отримаємо

d =
|A(x2 − x1) +B(y2 − y1) + C(z2 − z1)|√

A2 +B2 + C2
.

Помiтимо, що A(x2 − x1) + B(y2 − y1) + C(z2 − z1) =
−−−−→
M1M2 · −→n =

−−−−→
M1M2 ·

(−→a ×−→b ) =(−−−−→
M1M2,

−→a ,
−→
b
)

, а
√
A2 +B2 + C2 = |−→n | =

∣∣∣−→a ×−→b ∣∣∣. Остаточно отримаємо, що

d =

∣∣∣(−−−−→M1M2,
−→a ,
−→
b
)∣∣∣∣∣∣−→a ×−→b ∣∣∣ .
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Зауваження
З геометричного змiсту мiшаного та векторного добуткiв випливає, що вiдстань d = |N1N2|
мiж мимобiжними прямими буде дорiвнювати висотi паралелепiпеда, побудованого на
векторах −−−−→M1M2, −→a ,

−→
b як на сторонах.
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3. Основнi задачi на пряму i
площину у просторi
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I. Кут мiж прямою i площиною
Нехай у просторi площина Q задана загальним рiвнянням Ax + By + Cz +D = 0 i пряма
L задана канонiчним рiвнянням x− x0

ax
=

y − y0
ay

=
z − z0
az

.

Кутом мiж прямою i площиною називають кут
мiж прямою та проекцiєю цiєї прямої на площи-
ну. Нехай φ – кут мiж прямою L i площиною Q,
а θ – кут мiж напрямним вектором прямої a⃗ =(
ax ay az

)T i нормальним вектором площини
−→n =

(
A B C

)T .
L

Q

n⃗

φθ

a⃗

Тодi cos θ =
a⃗ · n⃗∣∣∣S⃗∣∣∣ · |n⃗| . Але θ =

π

2
± φ. Оскiльки sinφ ≥ 0, то sinφ = | cos θ|, а тому

sinφ = |cos θ| = |⃗a · n⃗|
|⃗a| · |n⃗|

=
|Aax +Bay + Caz|√

a2x + a2y + a2z
√
A2 +B2 + C2

.
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II. Умови паралельностi та перпендикулярностi прямої i площини
Пряма L паралельна площинi Q тодi i тiльки то-
дi, коли вектори a⃗ =

(
ax ay az

)T i −→n =(
A B C

)T перпендикулярнi, тобто a⃗ · n⃗ = 0. Та-
ким чином, пряма паралельна площинi тодi i тiльки
тодi, коли

Aax +Bay + Caz = 0.

L

Q

n⃗

a⃗

L

Q

n⃗a⃗

Пряма L перпендикулярна площинi Q тодi i тiль-
ки тодi, коли вектори a⃗ =

(
ax ay az

)T i −→n =(
A B C

)T колiнеарнi, тобто

A

ax
=

B

ay
=

C

az
.
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III. Перетин прямої i площини. Умова, при якiй пряма лежить у
площинi

Знайдемо точку перетину прямої:
x− x0

ax
=

y − y0
ay

=
z − z0
az

з площиною Q : Ax+By + Cz +D = 0.
Для цього необхiдно розв’язати систему рiвнянь

x− x0

ax
=

y − y0
ay

=
z − z0
az

Ax+By + Cz +D = 0
.

Найпростiше це зробити, записавши рiвняння прямої у параметричному виглядi. В результатi
остання система набуває вигляду:

x = x0 + axt
y = y0 + ayt
z = z0 + azt

Ax+By + Cz +D = 0
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Звiдки A(x0 + axt) +B(y0 + ayt) + C(z0 + azt) +D = 0, або

(Aax +Bay + Caz) · t+ (Ax0 +By0 + Cz0 +D) = 0. (5)

• Якщо Aax +Bay + Caz ̸= 0, то отримаємо

t = −Ax0 +By0 + Cz0 +D

Aax +Bay + Caz
.

Далi, пiдставляючи значення параметра t у координати прямоїx = x0 + axt;
y = y0 + ayt;
z = z0 + azt,

отримаємо точку перетину M(x, y, z) прямої L з площиною Q.
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• Якщо Aax + Bay + Caz = 0, але Ax0 + By0 + Cz0 +D ̸= 0, то рiвняння (5) набуває
вигляду

0 · t+ (Ax0 +By0 + Cz0 +D) = 0,

тобто рiвняння не має розв’язкiв. В цьому випадку пряма L i площина Q не мають
спiльних точок, тобто пряма L паралельна площинi Q.

• Якщо Aax+Bay+Caz = 0 i Ax0+By0+Cz0+D = 0, то рiвняння (5) набуває вигляду

0 · t+ 0 = 0,

тобто має безлiч розв’язкiв. В цьому випадку пряма i площина мають безлiч спiльних
точок, тобто пряма L лежить у площинi Q. Отже, умова{

Aax +Bay + Caz = 0,
Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0,

є умовою, при якiй пряма L лежить у площинi Q.
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