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1. Гiпербола, її канонiчне рiвняння
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Означення 1
Гiперболою називають геометричне мiсце точок площини таких, що модуль рiзницi
вiдстаней вiд кожної з них до двох фiксованих точок площини, якi називають фокусами,
є величиною сталою i меншою за вiдстань мiж фокусами.

Канонiчне рiвняння гiперболи
Зафiксуємо двi точки площини — фокуси F1 i F2.
Розглянемо на площинi таку декартову систему
координат Oxy, що вiсь Ox проходить через фо-
куси F1 i F2 у напрямi вiд F1 до F2, а точка O
є серединою вiдрiзка F1F2. Вiсь Oy проведемо
через точку O, перпендикулярно осi Ox. O x

y

F1(−c, 0) F2(c, 0)

M(x, y)

Таким чином, F1(−c, 0) i F2(c, 0), де c — вiдоме додатне дiйсне число.
Нехай M(x, y) — довiльна точка гiперболи. За означенням гiперболи модуль рiзницi вiд-
станей вiд точки M(x, y) до фокусiв є сталою величиною, рiвною 2a, тобто∣∣∣|MF1| − |MF2|

∣∣∣ = 2a.

Вiдрiзки |MF1| i |MF2| називаються фокальними радiусами.
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Оскiльки

|MF1| =
√
(x+ c)2 + y2, |MF2| =

√
(x− c)2 + y2,

то
O x

y

F1(−c, 0) F2(c, 0)

M(x, y)

|MF1| − |MF2| = ±2a ⇔
√

(x+ c)2 + y2 −
√
(x− c)2 + y2 = ±2a ⇔

⇔
√
(x+ c)2 + y2 = ±2a+

√
(x− c)2 + y2 ⇔

⇔ (x+ c)2 + y2 = 4a2 ± 4a
√
(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2 ⇔

⇔ ∓a
√
(x− c)2 + y2 = a2 − cx ⇔

⇔ a2((x− c)2 + y2) = a4 − 2a2cx+ c2x2 ⇔
⇔ (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).
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За означенням гiперболи a < c. Тому, покладаючи c2 − a2 = b2, отримаємо рiвняння

−b2x2 + a2y2 = −a2b2,

звiдки
x2

a2
− y2

b2
= 1. (1)

Рiвняння (1) називають канонiчним рiвнянням гiперболи.
Отже, довiльна точка, що належить гiперболi, у деякiй декартовiй системi координат задо-
вольняє рiвняння (1).
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Форма та характеристики гiперболи
Дослiдимо за рiвнянням (1) форму та розташування гiперболи.

1 Змiннi x та y входять у рiвняння (1) у парних степенях. Тому, якщо точка (x, y) належить
гiперболi, то i точки (−x, y), (x,−y), (−x,−y) також належать гiперболi. Отже, фiгура
симетрична вiдносно осей Ox та Oy, а також точки O(0, 0), яку називають центром
гiперболи.

2 Знайдемо точки перетину гiперболи з осями координат. Пiдставивши у рiвняння (1)
y = 0, отримаємо, що гiпербола перетинає вiсь Ox у точках A1(−a, 0), A2(a, 0). По-
клавши x = 0, отримаємо рiвняння y2 = −b2, яке не має розв’язкiв. Отже, гiпербола
не перетинає вiсь Oy. Точки A1, A2 називаються вершинами гiперболи.
Вiдрiзок A1A2 або його довжину 2a називають дiйсною вiссю гiперболи, а вiдрiзок
B1B2, де B1(0,−b), B2(0, b), або його довжина 2b — уявною вiссю гiперболи. Числа a
i b називаються вiдповiдно дiйсною та уявною пiвосями гiперболи.
Прямокутник, утворений осями 2a та 2b називають головним прямокутником гiперболи.
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3 З рiвняння (1) випливає, що x2

a2 ≥ 1, тобто |x| ≥ a. Це означає, що всi точки гiперболи
розташованi справа вiд прямої x = a (права гiлка гiперболи) i злiва вiд прямої x = −a
(лiва гiлка гiперболи).

4 Вiзьмемо на гiперболi точку (x, y) у першiй чвертi, тобто x ≥ 0, y ≥ 0, а тому

y =
b

a

√
x2 − a2, x ≥ a.

Оскiльки y′ =
bx

a
√
x2 − a2

> 0, при x > a, то функцiя монотонно зростає при x > a.

Аналогiчно, оскiльки y′′ = − ab

(x2 − a2)
3
2

< 0, при x > a, то функцiя є опуклою вгору
при x > a.
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5 Асимптоти гiперболи. Гiпербола має двi асимптоти. Знайдемо асимптоту до гiлки гiпер-
боли, що знаходиться у першiй чвертi, а потiм скористаємося симетрiєю. Розглянемо
точку (x, y) у першiй чвертi, тобто x ≥ 0, y ≥ 0. В цьому випадку

y =
b

a

√
x2 − a2, x ≥ a.

Тодi асимптота матиме вигляд y = kx+ b̃, де

k = lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

b
a

√
x2 − a2

x
=

b

a
,

b̃ = lim
x→+∞

(y(x)− kx) = lim
x→+∞

( b

a

√
x2 − a2 − b

a
x
)
=

=
b

a
lim

x→+∞

(√
x2 − a2 − x

)(√
x2 − a2 + x

)
(√

x2 − a2 + x
) =

b

a
lim

x→+∞

−a2(√
x2 − a2 + x

) = 0.
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Отже, пряма y = b
ax є асимптотою функцiї y = b

a

√
x2 − a2, x ≥ a. Тому в силу симетрiї

асимптотами гiперболи є прямi y = ± b
ax.

За встановленими характеристиками побудуємо гiлку гiперболи, що знаходиться у першiй
чвертi, та скористаємося симетрiєю:

O x

y

F1 F2

y = b
a
x y = − b

a
x

A1

−a

A2

a

B1
−b

B2b
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6 У випадку, коли b = a, тобто гiпербола
описується рiвнянням

x2 − y2 = a2,

гiперболу називають рiвнобiчною.
Рiвнобiчна гiпербола має асимптоти, якi
є бiсектрисами координатних кутiв: y =
±x.

O
x

y

F1 F2

y = x y = −x

−a a
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7

Означення 2
Вiдношення половини вiдстанi мiж фокусами до дiйсної пiвосi c

a називається
ексцентриситетом гiперболи i позначається лiтерою ε:

ε =
c

a
.

Зауважимо, що для гiперболи ε > 1, оскiльки c > a. Ексцентриситет характеризує форму
гiперболи. Дiйсно, оскiльки

b

a
=

√
c2

a2
− 1 =

√
ε2 − 1,

то чим менше ексцентриситет гiперболи, тим менше вiдношення пiвосей гiперболи b
a , i тим

бiльше розтягнутий її головний прямокутник.
У рiвнобiчної гiперболи ε =

√
2.
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8 Нехай M(x, y) — довiльна точка гiперболи. Розглянемо фокальнi радiуси |MF1| = r1
i |MF2| = r2. Для точок правої гiлки гiперболи вони мають вигляд:

r′1 = a+ εx, r′2 = −a+ εx.

Для точок лiвої гiлки гiперболи фокальнi радiуси задаються формулами

r′′1 = −a− εx, r′′2 = a− εx.
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Прямi x = ±a

ε
називаються директрисами гiперболи.

Оскiльки у гiперболи ε > 1, то a

ε
< a, тобто її директриси розташованi мiж початком коор-

динат та вершинами A1(a, 0), A2(−a, 0).
Значення директрис гiперболи мiститься у наступнiй теоремi.

Твердження 1
Якщо r — вiдстань вiд довiльної точки гiперболи до одного з двох фокусiв, а d —
вiдстань вiд цiєї ж точки до вiдповiдної цьому фокусу директриси, то вiдношення r

d
є

величиною сталою, рiвною ексцентриситету гiперболи.

I.В. Орловський Кривi другого порядку. Гiпербола, парабола



9 Крива, що задається рiвнянням
y2

b2
− x2

a2
= 1,

також є гiперболою. Дiйсна вiсь 2b цiєї гiперболи розташована на осi Oy, а уявна 2a

— на осi Ox. Очевидно, що гiперболи x2

a2 − y2

b2 = 1 та y2

b2 − x2

a2 = 1 мають однаковi
асимптоти.
Гiперболу y2

b2 − x2

a2 = 1 називають спряженою до гiперболи x2

a2 − y2

b2 = 1. На рисунку
нижче спряжена гiпербола зображена зеленим кольором.

O x

y

A1 A2

B1

B2
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2. Парабола, її канонiчне рiвняння
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Означення 3
Параболою називають геометричне мiсце точок площини, кожна з яких рiвновiддалена
вiд фiксованої точки площини, що називають фокусом, та фiксованої прямої, яку
називають директрисою.

Вiдстань вiд фокуса до директриси параболи називають параметром параболи i позначають
p (p>0).
Зафiксуємо на площинi фокус F та пряму — D
— директрису параболи. Виберемо на площинi
декаротову систему координат так, щоб вiсь Ox
проходила через фокус F перпендикулярно ди-
ректрисi D у напрямку вiд директриси до фо-
куса. Початок координат помiстимо у серединi
перпендикуляра, опущеного з фокуса на дире-
ктрису. Вiсь Oy проведемо через точку O, пер-
пендикулярно осi Ox.

O x

y

F
(
p
2
, 0
)

x = − p
2

M(x, y)N

У вибранiй системi координат F (p2 , 0), а директриса D має рiвняння x = −p
2 .
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Нехай M(x, y) — довiльна точка параболи. Зна-
йдемо окремо вiдстань |FM |:

|FM | =
√(

x− p

2

)2

+ y2.

Вiдрiзок |FM | називають фокальним радiусом
точки M . Позначимо через N — основу перпен-
дикуляра з точки M на директрису. Тодi

O x

y

F
(
p
2
, 0
)

x = − p
2

M(x, y)N

|MN | =
√(

x+
p

2

)2

+ (y − y)2 =
∣∣∣x+

p

2

∣∣∣ .
Таким чином, оскiльки за означенням |FM | = |MN |, то√(

x− p

2

)2

+ y2 =
∣∣∣x+

p

2

∣∣∣ .
Пiднiсши останню рiвнiсть до квадрату та спростивши її, отримаємо рiвняння:

y2 = 2px,

яке називають канонiчним рiвнянням параболи.
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Форма та характеристики параболи
Дослiдимо за канонiчним рiвнянням форму та розташування параболи.

1 У рiвняння y2 = 2px змiнна y входить у парнiй степенi, звiдки випливає, що парабола
симетрична вiдносно осi Ox. Вiсь Ox є вiссю симетрiї параболи.

2 Оскiльки p > 0, то x ≥ 0, звiдки випливає, що парабола розташована справа вiд осi
Oy.

3 При x = 0 маємо y = 0, тобто парабола проходить через початок координат. Точку
O(0, 0) називають вершиною параболи.
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4 Вiзьмемо на параболi точку (x, y) у першiй чвертi, тобто x ≥ 0, y ≥ 0, а тому

y =
√

2px, x ≥ 0.

Оскiльки y′ =

√
2p

2
√
x
> 0, при x > 0, то функцiя монотонно зростає при x > 0.

Аналогiчно, оскiльки y′′ = −
√
2p

4
√
x3

< 0, при x > 0, то функцiя є опуклою вгору при
x > 0.
Зобразимо параболу на рисунку:

O x

y

p
2

F

x = − p
2
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Рiвняння y2 = −2px, x2 = 2py, x2 = −2py (p > 0) також описують параболи:

O x

y

− p
2

F

x = p
2

O

x

y

p
2 F

y = − p
2

O
x

y

− p
2

F

y = p
2

y2 = −2px x2 = 2py x2 = −2py
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ДЯКУЮ ЗА УВАГУ!
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