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Короткий зміст  

У цій лекції: 
— означено поняття потоку векторного поля; 
— розглянуто метод впровадження криволінійних координат на поверхні 

для обчислення потоку векторного поля. 
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5.1. Поняття потоку векторного поля через поверхню 

Розглянемо випадок поля швидкостей ν
�

 течії рідини. Нехай Σ  — деяка повер-
хня. Потоком рідини через поверхню Σ  називається кількість рідини, що про-
тікає через поверхню Σ  за одиницю часу. Якщо швидкість течії стала  — 

constν =
�

, а поверхня Σ  плоска, то потік Π  рідини дорівнює об’єму циліндри-
чного тіла з паралельними основами і твірними довжини ν

�
 (рис. 5.1). 

 
Рис. 5.1 

Отже, 
,V ShΠ = =  

де S  — площа основи, ( )0,nh np n= ν = ν�
� � �

 — висота циліндра, 0n
�

 — орт век-

тора нормалі основи циліндра. 
Таким чином, при сталій швидкості ν

�
 потік рідини через плоску поверхню 

Σ  дорівнює 
( )0, .n SΠ = ν ⋅
� �

 

Нехай тепер швидкість ν
�

 змінюється неперервно, а поверхня Σ  — гладка. 
Розіб’ємо поверхню Σ  на часткові поверхні iΣ , 1,i n= , кожну з яких будемо 

вважати плоскою, а вектор ν
�

 на ній сталим. Оскільки потік рідини через повер-
хню Σ  дорівнює сумі потоків через всі її частини iΣ , то для обчислення потоку 

одержуємо наближену формулу 

 ( )0
1

,
i

n

iM
i

n
=

Π ν ⋅∆σ∑ � �
≃ , (5.1) 

де iM  — довільна точка на поверхні iΣ , i∆σ  — площа поверхні iΣ  (рис. 5.2). 

  
Рис. 5.2 

Таким чином, потік рідини через поверхню Σ  дорівнює границі суми (5.1) 
при 

1
max ( ) 0i
i n
d

≤ ≤
λ = Σ → , тобто поверхневому інтегралу другого роду: 

Σ

0n
�

iM

ν
�

ν
�

h

0n
�

Σ
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( ) ( )0 0

0
1

lim , , .
i

n

iM
i

n n d
λ→ = Σ

Π = ν ⋅ ∆σ = ν σ∑ ∫∫
� � � �

 

Нехай задано довільне векторне поле 

( , , ) ( , , ) ( , , )a P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
�� ��

, 
де функції ( , , ), ( , , ), ( , , )P x y z Q x y z R x y z  неперервні. Наведемо означення потоку 
векторного поля a

�
 через гладку поверхню, незалежно від фізичного змісту век-

тора a
�

.  
Означення 5.1.  Потоком вектора (векторного поля) 

( , , ) ( , , ) ( , , )a P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
�� ��

 
через поверхню Σ  називають інтеграл по поверхні Σ  
від проекції вектора a

�
 на нормаль до поверхні 

 ( )0, .a n d

Σ

Π = σ∫∫
� �

 (5.2) 

Таким чином, 

( )0, .a n d Pdydz Qdxdz Rdxdy

Σ Σ

Π = σ = + +∫∫ ∫∫
� �

 

Зазначимо, що потік вектора — величина скалярна. Якщо 0( , )
2

a n∧ π
<

� �
, то 

0Π > . В цьому випадку потік вектора a
�

 йде з внутрішнього на зовнішній бік 

поверхні Σ  (рис. 5.3, а). Якщо ж 0( , )
2

a n∧ π
>

� �
, то 0Π < , і потік йде з зовніш-

нього на внутрішній бік поверхні (рис. 5.3, б).  

 
 а б 

Рис. 5.3 

Якщо змінити орієнтацію поверхні, то знак потоку зміниться на протилеж-
ний внаслідок властивості 3�  поверхневих інтегралів. Оскільки потік векторного 
поля задається поверхневим інтегралом другого роду, то методи обчислення пото-
ків співпадають з методами знаходження поверхневих інтегралів другого роду.  
Приклад 5.1.  Поле утворюється точковим зарядом (електричне поле) 

або точковою масою (поле тяжіння), що розміщені у 
початку координат. Тоді вектор напруженості поля в 

будь-якій точці P  буде дорівнювати 0
2

q
E r

r
=
� �

, де q  

— величина заряду (маси), r OP=
�����

 — радіус-вектор 

0n
�

a
�

a
�a

�

0n
�

a
�

a
�a

�
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точки P . Знайти потік вектора напруженості E
�

 через 
RS  — сферу радіусом R  з центром у початку коорди-
нат. 

�Напрям нормалі до сфери співпадає з напрямом радіус-вектора точки P , 
то 0 0n r=
� �

 і тому  

( ) ( )0 0
2, ,
q

E n E r
r

= =
� �� �

. 

На сфері радіуса R  маємо r R= , тому ( )0 2, const .
q

E n
R

= =
� �

 Тому потік 

векторного поля через сферу RS  дорівнює 

( )0 2
2 2, 4 4 .

R RS S

q q
E n d d R q

R R
Π = σ = σ = ⋅ π = π∫∫ ∫∫

� �
�  

Приклад 5.2.  
Знайти потік вектора 2a x i xj xzk= + +

�� ��
 через зовні-

шню сторону поверхні 2 2y x z= + , яка міститься в 
першому октанті та обмежена площиною 1y = . 

�Зробимо рисунок частини поверхні параболоїда, що знаходиться в пер-
шому октанті і відтинається площиною 1y =  (рис. 5.4). Поверхня параболоїда 
незамкнена, потік знайдемо методом проекції на одну координатну площину. 
На площину Oxz  дана поверхня проектується в чверть круга 

( )2 2 1, 0, 0 .x z x z+ ≤ ≥ ≥  Тоді 

( ) ( ) .

xz

x z

D

Pdydz Qdxdz Rdxdy P y Q R y dxdz

Σ

 ′ ′Π = + + = ± − + + − ∫∫ ∫∫  

 
Рис. 5.4 

Маємо 
( ) ( ) ( )2

2 2

, , , , , , , , ;

, 2 , 2 .x z

P x y z x Q x y z x R x y z xz

y x z y x y z

= = =

′ ′= + = =
 

Оскільки зовнішня нормаль утворює тупий кут з віссю Oy , то перед по-
двійним інтегралом слід вибрати знак «–». Таким чином, 

( ) ( )2 2 2 2

xzD

x dydz xdxdz xzdxdy x x x xz z dxdz

Σ

 Π = + + = − − + + − =  ∫∫ ∫∫  

x

y

z

1

n
�

z

x

1

1

O
O
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( )
12

3 3 3 2

0 0

cos
2 sin sin 2 sin cos

sin

z
d d

x

π

= ρ ϕ
= = − ϕ − ρ ϕ + ρ ϕ − ρ ϕ ϕ ρ ρ =

= ρ ϕ ∫ ∫  

( )
112 2 3 5

4 2

00 0 0

2 1
2 sin sin sin .

3 5 15
d d d

π π

 ρ ρ  = − ϕ − ρ ϕ + ρ ϕ ρ = − ϕ − ϕ =   ∫ ∫ ∫ �  

5.2. Обчислення потоку векторного поля методом впровадження криволінійних 
координат на поверхні 

Якщо поверхня Σ  є частиною кругового циліндра або сфери, при обчисленні 
потоку зручно, не застосовуючи метод проектування на координатні площини, 
ввести на поверхні криволінійні координати. 

1) Нехай поверхня Σ  є частиною кругового циліндра 
2 2 2x y R+ = , 

обмеженого поверхнями 1( , )z f x y=  і 2( , )z f x y= , причому 1 2( , ) ( , )f x y f x y≤  
(рис. 5.5). 

 
Рис. 5.5 

 Покладемо 
cos ,

sin ,

.

x R

y R

z z

 = ϕ = ϕ =

 

Тоді 1 2( cos , sin ) ( cos , sin ), 0 2 .f R R z f R Rϕ ϕ ≤ ≤ ϕ ϕ ≤ ϕ ≤ π  Тому еле-
мент площі  

d Rd dzσ = ϕ , 
а потік векторного поля a

�
 через зовнішню частину поверхні Σ  обчислюється за 

формулою 

 
2

1

2 ( cos , sin )

0

0 ( cos , sin )

( , )

f R R

f R R

R d a n dz

π ϕ ϕ

ϕ ϕ

Π = ϕ∫ ∫
� �

, (5.3) 

де  

dσ

x

y

z

dz

RdϕR

dϕ

O
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0

2 2

2 2
.

4 4

xi yj xi yj
n

Rx y

+ +
= =

+

� � � �

�
 

Приклад 5.3.  Знайти потік радіус-вектора точки через зовнішню сто-
рону частини поверхні 2 2 1x y+ = , що відтинається 
площинами 0z =  і 2z = . 

� Обчислимо потік радіус-вектора r xi yj zk= + +
�� ��

 через частину пове-
рхні циліндра (рис. 5.6), застосувавши метод впровадження криволінійних ко-
ординат на поверхні. 

 
Рис. 5.6 

Параметричні рівняння циліндра 2 2 1x y+ =  мають вигляд: 
cos ,

sin ,

.

x

y

z z

 = ϕ = ϕ =

 

Тому 

( )

0

2 2

0 2 2

1 , 0 2 , 0 2, ,

, 1.

xi yj
d d dz z n xi yj

x y

r n x y

+
σ = ⋅ ϕ ≤ ϕ ≤ π ≤ ≤ = = +

+

= + =

� �
� ��

� �

 

Отже, за формулою (5.3) маємо 

( )П

2 2 2 2

0

0 0 0 0

, 4 .d r n dz d dz

π π

= ϕ = ϕ = π∫ ∫ ∫ ∫
� �

�  

 
2) Нехай поверхня Σ  є частиною сфери 

2 2 2 2x y z R+ + = , 
обмеженої конічними поверхнями, рівняння яких в сферичних координатах 
мають вигляд 1 2( ), ( )θ = θ ϕ θ = θ ϕ , і півплощинами 1 2,ϕ = ϕ ϕ = ϕ  (рис. 5.7). 

Параметричні рівняння сфери мають вигляд 

cos sin ,

sin sin ,

cos ,

x R

y R

z R

 = ϕ θ = ϕ θ = θ

 

x

y

z

n
�

2
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де 1 2 1 2,ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ θ ≤ θ ≤ θ . Тому для елемента площі маємо рівність 
2 sind R d dσ = θ θ ϕ . 

 
Рис. 5.7 

В цьому випадку потік векторного поля a
�

 через зовнішню частину повер-
хні Σ  знаходять за формулою 

 ( )
2 2

1 1

( )

2 0

( )

, sin ,R d a n d

ϕ θ ϕ

ϕ θ ϕ

Π = ϕ θ θ∫ ∫
� �

 (5.4) 

де  

0 .
xi yj zk

n
R

+ +
=

�� �

�
 

Приклад 5.4.  Знайти потік векторного поля 

( ) ( )a xi y z j z y k= + + + −
�� ��

 через зовнішню сторо-

ну частини поверхні 2 2 2 9x y z+ + = , що відтинається 

площиною 0z =  ( )0z > . 

�З найдемо потік векторного поля a
�

 через частину сфери 
2 2 2 9x y z+ + =  (рис. 5.8), застосувавши метод введення криволінійних коор-
динат на сфері. 

Параметричні рівняння сфери мають вигляд 

3 cos sin ,

3 sin sin ,

3 cos .

x

y

z

 = ϕ θ = ϕ θ = θ

 

 
Рис. 5.8 
x

y

z

n
�

3

3

x

y

z

ϕ
dϕ

dϕ

dθ
θ
R

O

Rdθ

sinR dθ ϕ
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Тому для елемента площі поверхні маємо 
9 sin .d d dσ = θ θ ϕ  

Зовнішня нормаль до сфери має напрям радіус-вектора точки: 

( ) ( ) ( )

0

2 2 2

2 2 2 2
0

3

, 3.
3 3

xi yj zk xi yj zk
n

x y z

x y y z z z y x y z
a n

+ + + +
= = ⇒

+ +

+ + + − + +
⇒ = = =

� �� � � �

�

� �

 

Отже, за формулою (5.4) маємо 

2 2

0 0

9 3 sin 54 .d d

π
π

Π = ϕ ⋅ θ θ = π∫ ∫ � 


