
 

 

ЛЕКЦІЯ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ 
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3.1. Cхема розв’язання диференціальних рівнянь 

1. Нехай d
P
dx

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 — лінійний диференціальний оператор порядку m  зі 

сталими коефіцієнтами, 
1

0 1 11
... .

m m

m mm m

d d d d
P a a a a
dx dxdx dx

-

--

æ ö÷ç º + + + +÷ç ÷÷çè ø
 

де 0 1, ,..., ma a a  — сталі. Використовуючи формулу для перетворення 
Фур’є похідних функції ( ),y x   

( ){ ( )} ( ) ( ), 0,1,2,..., ,k ky x i Y k m= w w =�  

знаходимо 

( ) ( ) ( ).
d

P y P i Y
dx

ì æ ö üï ïï ï÷ç w = w w÷í ýç ÷÷çï ïè øï ïî þ
  

2. Розгляньмо диференціальне рівняння 

( ).
d

P y f x
dx

æ ö÷ç =÷ç ÷÷çè ø
 (1) 

Нехай, шуканий розв’язок ( )y x  має перетвір Фур’є ( ),Y w  а функція 
( )f x  має перетвір ( ).F w  Застосовуючи перетворення Фур’є до рівняння 

(1), дістаємо замість диференціального рівняння алгебричне рівняння 
щодо ( ),Y w  

( ) ( ) ( ).P i Y Fw w = w  
Звідки, 

( )
( )

( )
F

Y
P i

w
w =

w
 

та 
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1 ( )
( ) ( ),

( )
F

y x x
P i

- ì üwï ïï ï= í ýï ïwï ïî þ
  

де 1-  — обернене перетворення Фур’є. 
Основним обмеженням цього методу є те, що функції, які є 

розв’язками лінійного диференціального рівняння зі сталими коефіцієн-
тами не є абсолютно інтегровними. Це обмеження можна обійти, якщо 
розглядати узагальнені функції. 

3.2. Задача Коші для рівняння теплопровідності 

1. Розгляньмо однорідне рівняння теплопровідності 
2 ,t xxu a u¢ ¢¢=  

без зовнішніх джерел. 
Задачу Коші для цього рівняння формулюють так: 
знайти функцію ( , ),u x t  яка справджує рівняння 

2 , 0, ,t xxu a u t x¢ ¢¢= > -¥ < < +¥                  (1) 

і початкову умову 
( , 0) ( ), .tu x x x= j -¥ < < +¥                   (2) 

Фізичний зміст полягає у визначенні температури однорідного не-
скінченного стрижня в будь-який момент часу 0t >  за відомою його те-
мпературою ( )xj  у момент 0.t =  Уважають, що бічна поверхня стрижня 
теплоізольована. 

2. Припускаємо, що 
1) ( , )u x t  та ( )xj  достатньо гладкі функції, які спадають, коли 

2 2x t+  +¥  так швидко, що існують перетвори Фур’є 

( , ) ( , ) ,

( ) ( ) ,

i x

i x

U t u x t e dx

x e dx

+¥
- w

-¥
+¥

- w

-¥

w =

F w = j

ò

ò
 

2) законне диференціювання: 
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2

( , ) ( , ),

( , ) ( , ).

i x
t t

i x
xx

u x t e dx U t

u x t e dx U x t

+¥
- w

-¥
+¥

- w

-¥

¢ ¢= w

¢¢ = -w

ò

ò
 

3. Тоді, застосовуючи перетворення Фур’є до обох частин рівняння й 
початкової умови від задачі Коші для диференціального рівняння з час-
тинними похідними переходимо до задачі Коші для звичайного диферен-
ціального рівняння 

2 2( , ) ( , ) 0,

( ,0) ( ).
tU t a U t

U

¢ w + w w =
w = F w

 

Розв’язком цієї задачі є функція 
2 2

( , ) ( ) .a tU t e-ww = F w  
Відомо, що 

2

2
41

{ }( ) 2 .
2

axe e
w

-- aw = p ⋅
a

  

Звідси, покладаючи 
2

1
,

4
t

a
=

a
 дістаємо 

2

2 2 241
( ).

2

x
a t a te e

a t

-
-w

ì üï ïï ïï ï= wí ýï ïpï ïï ïî þ

  

Отже, ( , )U tw  є добутком перетворів функцій ( )xj  та 
2

241
.

2

x

a te
a t

-

p
  

Користуючись теоремою про перетвір згортки: 
1 2 1 2{ ( ) ( )} { ( )} { ( )},f x f x f x f x* =    

розв’язок можна записати у вигляді: 
2

2 2 241
( , ) ( ) ( ) .

2

x
a t a tU t e x e

a t

-
-w

é ù
ê úw = F w = j *ê ú
ê úp
ë û

  

Отже, користуючись формулою для згортки 

( ) ( ) ( ) ( ) ,f x g x f u g x u du
+¥

-¥

* = -ò  

маємо 
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2

2

( )

41
( , ) ( ) , 0.

2

x u

a tu x t u e du t
a t

+¥ -
-

-¥

= j >
p ò  

Одержану формулу називають інтегралом Пуассона. 

3.3. Задача Коші для рівняння коливання струни 

1. Знайдімо розв’язок ( , ),u u x t=  рівняння 
2 , const,tt xxu a u a¢¢ = =  

для початкових умов 
( , 0) ( ), ( , 0) 0, .tu x x u x x¢= j = -¥ < < +¥  

Це — задача про вільні коливання нескінченної однорідної струни, 
коли задано початкове відхилення ( )xj  точок струни, а початкові швид-
кості відсутні. 

2. Припускаємо, що функції ( , )u x t  та ( )xj  достатньо гладкі і пря-
мують до нуля, коли 0x t +¥ " ³  достатньо швидко, що: 

1) існують перетвори Фур’є:  

( , ) ( , ) ,

( ) ( ) ,

i x

i x

U t u x t e dx

x e dx

+¥
- w

-¥
+¥

- w

-¥

w =

F w = j

ò

ò
 

2) законне диференціювання: 
2 2 2

2 2 2

2
2

2

( , ) ( , )
( , ) ;

( , )
( , ).

i x

i x

u x t d U t
e dx U t

t t dt

u x t
e dx U t

x

+¥
- w

-¥
+¥

- w

-¥

¶ ¶ w
= w =

¶ ¶

¶
= -w w

¶

ò

ò
 

3. Застосовуючи перетворення Фур’є до обох частин рівняння і поча-
ткових умов замість диференціального рівняння з частинними похідними 
дістаємо задачу Коші для звичайного диференціального рівняння щодо 
функції ( , ),U tw  де w  — параметр: 

2 2( , ) ( , ) 0,

( , 0) ( ), ( ,0) 0.t

U t a U t

U U

¢¢ w + w w =
¢w = F w w =

 

Розв’язком цього диференціального рівняння є функція 
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1 2( , ) ( )cos ( )sin .U t C a t C a tw = w w + w w  
З початкових умов знаходимо, що 

1 2( ) ( ), ( ) 0.C Cw = F w w =  

Отже, розв’язком задачі Коші є функція 
( , ) ( )cos .U t a tw = F w w  

Знайдімо обернене перетворення Фур’є від цього розв’язку: 

1

( ) ( )

1
( , ) { ( )cos } ( )cos

2

1 ( ) ( )
( ) .

2 2 2

i x

i x at i x at

u x t a t a te d

e e x at x at
d

+¥
- w

-¥
+¥ w + w -

-¥

= F w w = F w w w =
p

æ ö+ j + + j -÷ç ÷= F w w =ç ÷ç ÷çp è ø

ò

ò


 

3.4. Розв’язання інтегральних рівнянь 

1. Перетворення Фур’є можна застосувати до розв’язання інтеграль-
них рівнянь Фредгольма 1-го роду вигляду 

( ) ( )i xe d f
+¥

- w

-¥

j w w = wò  

Це рівняння рівносильно рівності  
{ ( )}{ } ( ).x fj w = w  

Отже, 
1( ) { ( )}( ).x f x-j = w  

2. Приміром, розгляньмо рівняння 

( ) 2 ,i xx e dx e
+¥

- w- w

-¥

j = pò  

де ( )xj  — шукана функція. Це рівняння рівносильно рівності 
{ ( )}{ } 2x e- wj w = p  

Тоді,  
0

1 ( 1) ( 1)

0
0( 1) ( 1)

2
0

( ) {2 }( )

1 1 2
.

1 1 1 1 1

i x ix ix

ix ix

x e x e e d e d e d

e e

ix ix ix ix x

+¥ +¥
- w - w- w w + w -

-¥ -¥
w= w=+¥+ w - w

w=-¥ w=

j = p = w = w + w =

= + = - + =
+ - + - +

ò ò ò
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3.5. Застосування перетворення Фур’є для аналізу сигналів 

1. Розгляньмо сигнал ( ), ( ; ).f t t Î -¥ +¥  У лекції 1 вже було розгля-
нуто поняття амплітудного та частотного спектра сигналу. Запровадьмо 
поняття енергії та потужності сигналу. 

Загальну енергію, зв’язану з сигналом ( )f t  означують як 

2
( ) .E f t dt

+¥

-¥

= ò  

Якщо функція ( )f t  має перетвір Фур’є ( ),F w  то  

1
( ) ( ) .

2
i tf t F e d

+¥
w

-¥

= w w
p ò  

Тоді формулу для енергії сигналу можна записати як 
1

( ) ( ) ( ) ( ) .
2

i tE f t f t dt f t F e d dt
+¥ +¥ +¥

w

-¥ -¥ -¥

é ù
ê ú= = w wê úpê ú
ë û

ò ò ò  

Зміннючи порядок інтегрування в цій формулі, дістаємо 

( )1
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 2

i tE f t f t dt F f t e dt d

F F d F F d

+¥ +¥ +¥
- - w

-¥ -¥ -¥
+¥ +¥

-¥ -¥

é ù
ê ú= = w w =ê úp ê ú
ë û

= w -w w = w w w
p p

ò ò ò

ò ò
 

де ( )F w  є функцією спряженою до ( ).F w   
Так, що 

2 21
( ) ( ) .

2
E f t dt F d

+¥ +¥

-¥ -¥

= = w w
pò ò                  (*) 

Ця формула зв’язує загальну енергію сигналу ( )f t  з інтегралом від 
2

( ) .F w  Тому 2
( )F w  називають спектральною щільністю енергії, а 

графік 2
( )F w  називають енергетичним спектром сигналу ( ).f t   

Рівність (*) називають теоремою Парсеваля. 
2. У лекції 1 було знайдено перетвір функції (рис. 1) 

, 0,
( ) ( 0).

0, 0,

xe x
f t

x

-aìï >ïï= a >íï <ïïî
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2 2
( ) .

i
F

a - w
w =

a + w
 

Отже, 
2 22

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
( ) .

( )

i i
F

a - w a + w a + w
w = ⋅ = =

a + w a + w a + w a + w
 

На рис. 2 зображено графіки амплітудного та енергетичного спектрів 
сигналу 

2 2

1
( )F w =

a + w
 та 2

2 2

1
( ) .F w =

a + w
 

 
Рис. 1. Графік сигналу ( 1a = -  ) 

 
Рис. 2. Графіки спектрів 

3. Існують важливі сигнали ( ), ,f t t Î   для яких інтеграл 2
( )f t dt

+¥

-¥
ò  

розбігається. Для таких сигналів, замість енергії розглядають середню 
потужність ,P  яку називають потужністю сигналу: 

2
2

2

1
lim ( ) .

T

T
T

P f t dt
T+¥

-

= ò  

Зауважмо, що для сигналів, які справджують умови Діріхле інтеграл 
для енергії збігається, отже, такі сигнали мають нульову потужність. 

4. Розгляньмо далі, узагальнені сигнали. У лекції 1 уже було одер-
жано, що формально: 

0
0 0

{ ( )} ( ) 1;

{ ( )} ( ) .

i t

i ti t

t t e dt

t t t t e dt e

+¥
- w

-¥
+¥

- w- w

-¥

d = d =

d - = d - =

ò

ò

�

�

 

Отже, можна вважати, що в узагальненому сенсі парами перетворень 
Фур’є одна одної є функції: 

1) 1  та 2 ( ) 2 ( );pd -w = pd w  
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2) 0i te w  та 0 02 ( ) 2 ( )pd w - w = pd w - w  (заміна 0 0).t- = w   
Спираючись на ці результати, дістаньмо узагальнені перетвори Фур’є 

функцій 0( ) cosf t t= w  та 0( ) sin .f t t= w   

Оскільки, 0 0
0

1
cos ( ),

2
i t i tt e ew - ww = +  то 

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

1 1
{cos } { } { } ( ( ) ( ));

2 2
1 1

{sin } { } { } ( ( ) ( )).
2 2

i t i t

i t i t

t e e

t e e i
i i

w - w

w - w

w = + = p d w - w + d w + w

w = - = p d w + w - d w - w

 � ��

 � ��
 

5. Невластивий інтеграл, який виражає загальну енергію сигналу 
0( ) cosf t t= w   

2
0cosE tdt

+¥

-¥

= wò  

розбігається.  
Знайдімо потужність сигналу 

2 2
2
0 0

22

0

1 1 1 1
lim cos lim cos2

2 4

1 1 1
lim cos .

2 2 2

T T

T T
TT

T

P tdt t t
T T

T
T

T

+¥ +¥
--

+¥

æ ö÷ç= w = + w =÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç= + w =÷ç ÷÷çè ø

ò
 

 


