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ВСТУП

Означення 1
Математична статистика – це роздiл
математики, в якому вивчаються
методи збору, систематизацiї та обробки
iнформацiї з метою виявлення iснуючих
закономiрностей.

Лекцiя № 1 Descriptive Statistics



1.1. Основнi поняття математичної статистики

Припустимо, що ми повторюємо один й той самий випадковий
експеримент в однакових умовах i отримуємо певний набiр даних
(числових чи деяких iнших). При цьому виникають наступнi
питання.
1) Якщо спостерiгається одна випадкова величина (в.в.) – як з

набору її значень в кiлькох експериментах зробити як умога
точнiший висновок про розподiл в.в. : функцiя розподiлу (ф.р.),
щiльнiсть або закон розподiлу, числовi характеристики такi як
математичне сподiвання, дисперсiя, моменти в.в., тощо.

2) Якщо ми спостерiгаємо декiлька в.в. одночасно, що можна
сказати про їх залежнiсть або сумiсний розподiл?
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1.1. Основнi поняття математичної статистики

Означення 2
Генеральна сукупнiсть (г.с.) - це деякий (як правило невiдомий)
ймовiрностний розподiл F .

Означення 3

Вибiрка – це набiр незалежних в.в. ξ1, ξ2, . . . , ξn або ~ξ = (ξ1, . . . , ξn),
кожна з яких має розподiл F . При цьому n називається об’ємом
вибiрки.
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1.1. Основнi поняття математичної статистики

Означення 4
Реалiзацiя вибiрки – це значення x1, x2, . . . , xn, якi набулися в.в.
ξ1, ξ2, . . . , ξn в результатi конкретного стохастичного експерименту.
Тобто

x1 = ξ1(ω0), x2 = ξ2(ω0), . . . , xn = ξn(ω0).

При цьому xk називається варiантою.

Множина всiх реалiзацiй S вибiрки x1, x2, . . . , xn називається
вибiрковим простором. Пара (S , F ) називається статистичною
моделлю опису серiї спостережень, якi породжують вибiрку.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

1.2.1. Первинна обробка iнформацiї
1.2.2. Графiчнi методи представлення
iнформацiї
1.2.3. Аналiтичнi методи представлення
iнформацiї
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Статистика має спецiальнi означення для понять
важливих для статистичної аргументацiї. В
описовiй статистицi ви збираєте данi та описуєте
їх. Якщо ви аналiзуєте та робите iнтерпретацiю
даних, то ви використовуєте статистичнi данi.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

1.2.1. Первинна обробка iнформацiї

Нехай маємо реалiзацiю вибiрки x1, x2, . . . , xn.

Означення 5
Варiацiйним рядом x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) називаються елементи
вибiрки, якi впорядкованi за зростанням. При цьому

x(1) = min
1≤k≤n

xk, x(n) = max
1≤k≤n

xk.

x(k) називається порядковою статистикою порядку k.

Процес впорядкування вибiрки називається "ранжуванням" .
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Статистичнi розподiли.
Нехай розподiл г.с. F є дискретним. Тодi нехай x∗1, . . . , x∗m
– елементи вибiрки, впорядкованi за зростанням, причому
кожне значення вказується лише один раз, nk – число разiв
появи x∗k в реалiзацiї вибiрки. nk називається частотою
появи x∗k.
Зауважимо, що

n1 + . . . + nm = n.

Величина νk = nk
n , вiдношення частоти nk до об’єму вибiрки

n, називається вiдносною частотою.
Сума вiдносних частот елементiв x∗1, . . . , x∗k називається
накопичувальною частотою ν∗k елементу x∗k, тобто

ν∗k = ν1 + . . . + νk.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

На основi вказаних вище характеристик можна побудувати
статистичний розподiл г.с.

Значення x∗1 x∗2 . . . x∗m
Частоти n1 n2 . . . nm

Вiдноснi частоти ν1 =
n1
n ν2 =

n2
n . . . νm = nm

n
Накопичувальнi чатоти ν∗1 = ν1 ν∗2 = ν1 + ν2 . . . ν∗m = ν1 + . . . + νm = 1

Лекцiя № 1 Descriptive Statistics



1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Якщо розподiл г.с. є неперервним або дискретним з великою
кiлькiстю значень, тодi використовують iнтервальний статистичний
розподiл.
Область, в якому лежать всi значення реалiзацiї вибiрки розбивають
на m iнтервалiв ∆1, . . . , ∆m. Кiлькiсть iнтервалiв, на якi слiд розбити
область можна знайти за формулою Стреджеса

m = 1 + [log2 n] = 1 + [3.322 · lg n].

Довжини iнтервалiв при цьому знаходяться за формулою

h =
x(n) − x(1)

m
.

Через nk позначимо кiлькiсть елементiв вибiрки, якi попали в
iнтервал ∆k. νk та ν∗k задаються так само, як i в попередньому
випадку.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

На основi вказаних вище характеристик будується iнтервальний
статистичний розподiл г.с.

Значення ∆1 ∆2 . . . ∆m

Частоти n1 n2 . . . nm

Вiдноснi частоти ν1 ν2 . . . νm

Накопичувальнi частоти ν∗1 ν∗2 . . . ν∗m = 1

Зауваження 1
В деяких випадках спостереження можуть надаватись не як
iндивiдуальнi значення, а вже розподiленi по iнтервалах тобто у
виглядi iнтервального статистичного розподiлу. В цьому випадку
данi називаються групованими.

Лекцiя № 1 Descriptive Statistics



1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

1.2.2. Графiчнi методи представлення
iнформацiї

Полiгон частот. Використовується у випадку, коли розподiл г.с.
є дискретним, на основi статистичного розподiлу г.с. Будують
систему координат таку, що на осi абсцис будуть вiдображатися
елементи вибiрки x∗1, . . . , x∗m, а на осi ординат вiдповiднi вiдноснi
частоти. Далi у вказанiй системi координат будують точки
Mk

(
x∗k, νk

)
, k = 1,m, якi з’єднують мiж собою у ламану M1M2 . . . Mm.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Гiстограма. Використовується у випадку, коли розподiл г.с. є
неперервним, на основi iнтервального статистичного розподiлу г.с.
Будують систему координат таку, що на осi абсцис будуть
вiдображатися iнтервали ∆1, . . . , ∆m, а на осi ординат вiдповiднi
скоригованi вiдноснi частоти. Далi будують у вказанiй системi
координат прямокутники з основами ∆k, k = 1,m, та вiдповiдними
висотами

hk =
νk

l(∆k)
,

де l(∆k) – довжина iнтервалу ∆k. Зауважимо, що в цьому випадку
площа отриманої фiгури буде дорiвнювати

S гiст. =

m∑
k=1

l(∆k) · hk =

m∑
k=1

l(∆k) ·
νk

l(∆k)
= 1.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Емпiрична ф.р. Нехай F(y) = P{ξ1 < y} – теоретична ф.р. Тодi у
якостi оцiнки теоретичної ф.р. можна взяти так звану емпiричну
ф.р.
Для дискретної г.с., на основi статистичного розподiлу, вона
будується наступним чином:

F∗n(y) =
кiлькiсть xk менших за y

n
.

У разi, коли розподiл г.с. є неперервним або дискретний з великою
кiлькiстю значень, емпiричну ф.р. можна будувати на основi
iнтервального статистичного розподiлу

F∗n(y) =
кiлькiсть xk менших за праву границю iнтервала, що мiстить y

n
.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

1.2.3. Аналiтичнi методи представлення
iнформацiї

Графiчнi методи є чудовим способом для отримання швидкого
огляду вибiркових даних, але вони не є точними та не призводять
самi по собi до наступних дослiджень. Для цього нам потрiбно
введення числових параметрiв таких як, наприклад, середнє.
Iснують рiзнi шляхи, за допомогою яких ми можемо спробувати
описати розподiл. Розглянемо деякi з них, якi кориснi при описi
гiстограми або полiгона частот.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Нехай x1, . . . , xn реалiзацiя вибiрки з г.с. F
Параметри зсуву (measure of location).
Вибiркове середнє (x) є одним iз найбiльш вiдомих параметрiв зсуву

i знаходиться за формулою: x =
1
n

n∑
j=1

x j.

Зауваження 2
Вказана формула може бути використана лише у випадку, коли всi
iндивiдуальнi значення x j є вiдомими.

Якщо ж вiдносно вибiрки є вiдомим лише розбиття спостережень
на класи (∆i) та частота попадань елементiв вибiрки у кожен з
цих iнтервалiв (ni). В цьому випадку групованих даних можна

використовувати наступну формулу: x =
1
n

m∑
i=1

nixi =
m∑

i=1
νixi, де

ni – частота попадання в iнтервал ∆i, xi – точка, що є серединою
iнтервалу ∆i, i = 1,m.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Вибiркова медiана.
Однiєю iз вад вибiркового середнього воно дає нерепрезентативнi
результати, оскiльки є чутливим до викидiв у вибiрцi (значення якi
значно вiдрiзняються вiд iнших спостережень вибiрки)та симетрiї.
Тому iнодi є бiльш привабливим використання iнших параметрiв
зсуву, якi є бiльш стiйкими до таких екстремальних значень. Одним
iз таких параметрiв є вибiркова медiана. Вона знаходиться за
наступною процедурою.
Якщо у вибiрцi вiдомi всi iндивiдуальнi спостереження. Будуємо
варiацiйних ряд x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) та знаходимо середнiй елемент
цього варiацiйного ряду M∗e, який i називається вибiрковою
медiаною, причому,

M∗e =

{
x(k+1), якщо n = 2k + 1;

x(k)+x(k+1)

2 , якщо n = 2k.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Якщо вибiрка представлена групованими даними, тодi вибiркова
медiана розраховується у два етапи : спочатку ми маємо визначити
iнтервал у якому мiститься елемент, який вiдповiдає медiанi, а
потiм маємо розрахувати де в iнтервалi цей елемент буде мiститися.
Для цього можна використати формулу

M∗e = xL + (xU − xL) ·
n+1

2 − Nme

nme
,

де xL, xU – вiдповiдно нижня та верхня межi iнтервала, який мiстить
медiану, Nme – накопичувальна частота iнтервалiв розбиття до
iнтервалу, що мiстить медiану (але не включаючи сам iнтервал),
nme – частота iнтервалу, який мiстить медiану.
Зазначимо, що дрiб у правiй частинi останньої рiвностi вказує нам,
яку частину iнтервалу ми маємо пройти, щоб дiйти до медiани.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку
Вибiркова мода
Вибiркова мода M∗0 – це елемент вибiрки, який зустрiчається
частiше за все.
У випадку групованих даних визначення бiльш складне. Iнтервал,
який має найбiльшу частоту попадання в нього, називається
модальним, причому при розбитi на iнтервали, вони мають бути
однакової ширини (в протилежному випадку розгляд бiльш
широких iнтервалiв є нечесним порiвняно з iнтервалами меншої
довжини). Значення моди знаходиться за формулою

M∗0 = xL + (xU − xL) ·
nmo − nmo−1

(nmo − nmo−1) + (nmo − nmo+1)
,

де xL, xU – вiдповiдно нижня та верхня межi модального iнтервала
nmo, nmo−1, nmo+1 – частоти вiдповiдно модального, передмодального
та пiслямодального iнтервалiв.

Зауваження 3
Вказанi три параметри зсуву дають рiзну iнформацiю. Але якщо
розподiл симетричний, то вони будуть давати приблизно однаковi
значення.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Параметри розсiювання (Measure of dispersion)

При розглядi двох рiзних розподiлiв, вони можуть мати однаковi
або дуже близькi середнi, але при цьому суттєво вiдрiзнятись.
Наприклад, при порiвняннi рiвня добробуту двох країн: у них може
бути дуже близькими середнiй добробут по країнi, але в однiй країнi
всi отримують приблизно однаковий рiвень достатку, а в iнший
можуть екстремальнi значення великого достатку та злиденного.
Параметри розсiєвання як раз i потрiбнi для вiдокремлення таких
випадкiв.
Найпростiшим параметром розсiювання є розмах вибiрки, який є
рiзницею мiж найбiльшим та найменшим спостереженням даної
вибiрки.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Вибiркова дисперсiя

Найбiльш корисним параметром розсiювання є вибiркова дисперсiя.
Вона є середнiм квадратiв вiдхилень елементiв вибiрки вiд
середнього значення.
Якщо вiдомо математичне сподiвання розподiлу F , Eξ j = µ, тодi
вибiркова дисперсiя розраховується наступним чином:

якщо данi не групованi, то

σ2
∗ = D∗ξ =

1
n

n∑
j=1

(
x j − µ

)2
;

якщо данi групованi, то

σ2
∗ = D∗ξ =

1
n

m∑
i=1

ni (xi − µ)2 ,

де xi – середини iнтервалiв ∆i.
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку
Якщо ж математичне сподiвання розподiлу F не вiдомо, тодi
розглядають або вибiркову дисперсiю

для не групованих даних

s2 = D∗∗ξ =
1
n

n∑
j=1

(
x j − x

)2
;

для групованих

s2 = D∗∗ξ =
1
n

m∑
i=1

ni (xi − x)2 ;

або виправлену (незмiщену) вибiркову дисперсiю
для не групованих даних

s2
0 = D∗∗∗ξ =

1
n − 1

n∑
j=1

(
x j − x

)2
;

для групованих

s2
0 = D∗∗∗ξ =

1
n − 1

m∑
i=1

ni (xi − x)2 .
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1.2. Методи представлення iнформацiї про вибiрку

Стандартне вiдхилення.

Оскiльки при знаходженнi дисперсiї ми пiдносили вiдхилення до
квадрату, то не зовсiм зрозумiлим є одиницi вимiрювання дисперсiї
(Наприклад, при вимiрi добробуту ми користувались грн, тодi в
дисперсiї ми отримуємо грн.2). Тому природньо взяти вiд цього
виразу корiнь квадратний. Таким чином, ми отримуємо величину,
рiвну корню квадратному вiд вибiркової дисперсiї, яка називається
стандартним вiдхиленням.
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Дякуємо за увагу!

Лекцiя № 1 Descriptive Statistics


