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ВСТУП

Позначимо через Fθ – деякий клас розподiлiв, який цiлком визначається
значенням скалярного чи векторного параметра θ. θ приймає значення
з деякої множини Θ.

Приклад 1
Наведемо декiлька прикладiв таких розподiлiв:

розподiл Бернуллi p ∈ (0, 1);
бiномiальний розподiл Bin(n, p), n ∈ N, p ∈ (0, 1);
рiвномiрний розподiл U(a, b), a < b;
рiвномiрний розподiл U(0, θ), θ > 0;
Гауссiвський розподiл N(a, σ2), a ∈ R, σ2 > 0.
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ВСТУП

Hехай ξ1, . . . , ξn є вибiркою об’єма n iз параметричної сiм’ї
розподiлiв Fθ, θ ∈ Θ.

Означення 1
Статистикою називається довiльна борелева функцiя
θ∗ = θ∗(ξ1, . . . , ξn) вiд елементiв вибiрки.

Зауваження 1
Зазначимо, що статистика є функцiєю вiд емпiричних даних, але
нiяк не вiд параметра θ. Вона, як правило, призначена саме
для оцiнювання невiдомого параметра θ (тому її також називають
оцiнкою)) i вже тому вiд нього залежати не може.

Функцiя f : Rn → R називається борелевою, якщо прообраз
будь-якої борелевої множини з R при такому перетвореннi є
борелевою множиною з Rn.
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2.1. Метод моментiв

Розглянемо деякi стандартнi методи отримання точкових оцiнок.
Метод моментiв пропонує для знаходження оцiнки невiдомого па-
раметра використовувати вибiрковi моменти замiсть iстинних. Цей
метод полягає в наступному: деякий момент випадкової величини
ξ1 може бути функцiєю вiд параметра θ. Але тодi параметр θ, в
свою чергу, може бути функцiєю вiд теоретичного k-го момента.
Пiдставляючи в цю функцiю замiсть невiдомого торетичного k-го
момента його вибiрковий аналог, отримаємо замiсть параметhа θ
його оцiнку θ∗.
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2.1. Метод моментiв

Нехай ξ1, . . . , ξn є вибiркою об’єма n iз параметричної сiм’ї
розподiлiв Fθ, θ ∈ Θ ⊂ R. Оберемо деяку функцiю g : R→ R так,
щоб iснував момент

Eg(ξ1) = h(θ), (1)

i функцiю h можна обернути на множинi Θ.
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2.1. Метод моментiв

Розв’язавши (1) вiдносно θ отримаємо, що θ = h−1 (Eg(ξ1)).
Пiдставивши в отриману формулу замiсть iстинного момента
вiдповiдний вибiрковий момент будемо мати

θ∗ = h−1
(
g(ξ)

)
= h−1

1
n

n∑
j=1

g(ξ j)

 .
Отримана таким чином оцiнка θ∗ називається оцiнкою метода
моментiв (ОММ) параметра θ.
Частiш за все, в якостi функцiї g(y) обирають g(y) = yk тобто,
використовують моменти k-го порядку.
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2.1. Метод моментiв

Зауваження 2
Якщо параметр генеральної сукупностi є векторним θ = (θ1, . . . , θq),
тодi обирають низку функцiй g1, . . . , gq i розв’язують систему
рiвнянь, яка повинна однозначно розв’язуватись вiдносно θ1, . . . , θq.
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2.1. Метод моментiв

Розглянемо приклади знаходження оцiнок методом моментiв.

Приклад 2
Нехай маємо рiвномiрний розподiл ξ j ∼ U(a, b).

Тодi, використовуючи те, що Eξ1 =
a + b

2
, Dξ =

(b − a)2

12
, отримаємо


ξ =

a∗ + b∗

2

s2 =
(b∗ − a∗)2

12

⇔


ξ =

a∗ + b∗

2
√

3s2 =
b∗ − a∗

2

⇔

 a∗ = ξ −
√

3s2

b∗ = ξ +
√

3s2
.
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2.1. Метод моментiв

Приклад 3
Нехай маємо рiвномiрний розподiл ξ j ∼ U(0, θ).

Тодi, використовуючи те, що Eξ1 =
θ

2
, отримаємо

ξ =
θ∗

2
⇔ θ∗ = 2ξ.

Розглянемо, як можна знайти оцiнку методом моментiв через k-й

момент. Можна показати, що Eξk
1 =

θk

k + 1
, звiдки випливає, що

ξk =
(θ∗)k

k + 1
⇔ θ∗ =

k
√

(k + 1) · ξk.
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2.1. Метод моментiв

Приклад 4
Нехай маємо розподiл Пуассона ξ j ∼ Poiss(λ).
Тодi, оскiльки Eξ1 = Dξ1 = λ, отримаємо двi оцiнки для параметра
λ

λ∗ = ξ, λ∗∗ = s2.
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2.1. Метод моментiв

Приклад 5
Нехай маємо бiномiальний розподiл ξ j ∼ Bin(N, p).
Враховуючи те, що Eξ = N p, Dξ = N p(1 − p), будемо мати

{
ξ = N∗p∗

s2 = N∗p∗ (1 − p∗)
⇔


p∗ = 1 − s2

ξ

N∗ =
ξ
p∗ =

(
ξ
)2

ξ−s2

.

Лекцiя № 2 Descriptive Statistics



2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Метод максимальної вiрогiдностi полягає в тому, що у якостi "най-
бiльш вiрогiдного" значення параметра беруть значення θ, яке
максимiзує ймовiрнiсть отримати при n випробуваннях дану вибiрку

(x1, . . . , xn).

Воно залежить вiд вибiрки i є шуканою оцiнкою.
З’ясуємо спочатку, що таке"ймовiрнiсть отримати дану вибiрку",
тобто що ми маємо максимiзувати. Для дискретних розподiлiв Fθ
ймовiрнiсть попасти в точку y дорiвнює P{ξ1 = y}. Для абсолютно
неперервних розподiлiв розглядається "майже" ймовiрнiсть попа-
дання в точку y (з точнiстю до dy):

P{ξ1 ∈ (y, y + dy} ≈ fθ(y)dy,

де fθ(y) - щiльнiсть розподiлу Fθ.
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2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Означення 2
Функцiя

L(~x; θ) =

{ ∏n
j=1 P{ξ j = x j}, якщо Fθ має дискретний розподiл ;∏n
j=1 fθ(x j), якщо Fθ має неперервний розподiл,

називається функцiєю вiрогiдностi.

При фiксованому θ дана функцiя є в.в.
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2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Наша задача полягає у максимiзацiї функцiї вiрогiдностi f (~x; θ)
вiдносно параметру θ. Введемо функцiю

ln L(~x; θ) =

{ ∑n
j=1 ln P{ξ j = x j}, якщо Fθ має дискретний розподiл ;∑n
j=1 ln fθ(x j), якщо Fθ має неперервний розподiл,

яка називається логарифмiчною функцiєю вiрогiдностi.

Означення 3

Оцiнкою максимальної вiрогiдностi(ОМВ) θ̂ невiдомого параметра
θ називається таке значення θ, при якому досягається максимум
функцiї L(~x; θ).
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2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Зауваження 3

В силу монотонностi функцiї ln y максимуми функцiй L(~x; θ) та
ln L(~x; θ). Тому ОМВ можна назвати точку максимуму функцiї
ln L(~x; θ) за змiнною θ.

Лекцiя № 2 Descriptive Statistics



2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Зауваження 4

В силу монотонностi функцiї ln y максимуми функцiй L(~x; θ) та
ln L(~x; θ). Тому ОМВ можна назвати точку максимуму функцiї
ln L(~x; θ) за змiнною θ.

Лекцiя № 2 Descriptive Statistics



2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Приклад 6
Нехай маємо рiвномiрний розподiл ξ j ∼ U(0, θ).
Знайдемо функцiю вiрогiдностi. Оскiльки щiльнiсть розподiлу
має вигляд

fU(0,θ)(x) =


1
θ
, x ∈ (0, θ),

0, x < (0, θ),

то функцiя вiрогiдностi має бути вигляду

L(~x, θ) =


1
θn , якщо для всiх j = 1, n x j ∈ (0, θ),

0, якщо хоча б для одного j x j < (0, θ).

Очевидно, що шукана оцiнка θ∗ має бути бiльшою за найбiльше

значення у вибiрцi. Тодi L(~x, θ) =
1
θn i вона буде набувати

найбiльшого значення при найменшому можливому значенню θ,
тобто, за наших обмежень, θ∗ = max{x1, . . . , xn}.
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2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Приклад 7
Нехай маємо розподiл Пуассона ξ j ∼ Poiss(λ). Тодi функцiя
вiрогiдностi буде мати вигляд

L(~x, λ) =

n∏
j=1

λx j

x j!
e−λ,

а логарифмiчна функцiя вiрогiдностi

ln L(~x, λ) = ln λ
n∑

j=1

x j −

n∑
j=1

ln(x j!) − λn.

Для знаходження максимуму маємо розв’язати рiвняння

d ln L(~x, λ)
dλ

= 0 ⇔
1
λ

n∑
j=1

x j − n = 0 ⇔ λ =
1
n

n∑
j=1

x j = x.

Таким чином ОМВ λ∗ = x.
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2.2. Метод максимальної вiрогiдностi

Приклад 8
Нехай маємо бiномiальний розподiл ξ j ∼ Bin(N, p), причому N
будемо вважати вiдомим. Тодi функцiя вiрогiдностi буде мати
вигляд

L(~x, p) =

n∏
j=1

Cx j
N px j (1 − p)N−x j =

 n∏
j=1

Cx j
N

 · p
n∑

j=1
x j

(1 − p)
Nn−

n∑
j=1

x j
,

а логарифмiчна функцiя вiрогiдностi

ln L(~x, p) =

n∑
j=1

ln Cx j
N + ln p

n∑
j=1

x j + ln(1 − p)

Nn −
n∑

j=1

x j

 .
Для знаходження максимуму маємо розв’язати рiвняння

d ln L(~x, p)
dp

= 0 ⇔
1
p

n∑
j=1

x j −
1

1 − p

Nn −
n∑

j=1

x j

 ⇔ p =
1

Nn

n∑
j=1

x j =
x
N
.

Таким чином ОМВ p∗ =
x
N

.
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Дякуємо за увагу!
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