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3.1. Незмiщеннiсть точкових оцiнок

Перш за все розглянемо незмiщеннiсть.

Означення 1
Оцiнка θ∗ параметра θ називається незмiщеною, якщо

Eθ∗ = θ.

Означення 2
Оцiнка θ∗ параметра θ називається асимптотично незмiщеною,
якщо

lim
n→∞

Eθ∗ = θ.
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3.1. Незмiщеннiсть точкових оцiнок
Дослiдимо на незмiщеннiсть та асимптотичну незмiщеннiсть
вибiрковi моменти:

Для вибiркового середнього ξ

Eξ =
1
n

n∑
j=1

Eξ j = Eξ1 = a,

тобто ξ є незмiщеною оцiнкою математичного сподiвання a;
Для вибiркового моменту k-го порядку ξk

Eξk =
1
n

n∑
j=1

Eξk
j = Eξk

1 = mk,

тобто ξk є незмiщеною оцiнкою моменту k-го порядку mk;
Для вибiркової дисперсiї D∗ξ

ED∗ξ =
1
n

n∑
j=1

E
(
ξ j − a

)2
= Dξ1 = σ2,

тобто D∗ξ є незмiщеною оцiнкою дисперсiї σ2;
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3.1. Незмiщеннiсть точкових оцiнок

Продовжуємо дослiдження:
Для вибiркової дисперсiї D∗∗ξ = s2

Es2 =
n − 1

n
Dξ1 =

n − 1
n

σ2 , σ2,

але
Es2 =

n − 1
n

σ2 → σ2, n→ ∞,

тобто s2 є змiщеною, але асимптотично незмiщенною оцiнкою
дисперсiї σ2;
Для вибiркової дисперсiї D∗∗∗ξ = s2

0

Es2
0 = E

n
n − 1

s2 = σ2,

тобто s2
0 є незмiщеною оцiнкою дисперсiї σ2.
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3.1. Незмiщеннiсть точкових оцiнок
Нехай генеральна сукупнiсть має рiвномiрний розподiл
ξ j ∼ U(0, θ). Дослiдимо на незмiщеннiсть та асимптотичну
незмiщеннiсть ОММ θ∗ = 2ξ та ОМВ θ∗∗ = max{x1, . . . , xn}.
Очевидно,

Eθ∗ = 2Eξ = 2Eξ1 = θ,

тобто θ∗ є незмiщенною оцiнкою θ.
Можна показати, що щiльнiсть розподiлу θ∗∗ має вигляд

f (x) =


nxn−1

θn , x ∈ (0, θ);

0, x < (0, θ);

Тодi,

Eθ∗∗ =

∫ θ

0

nxn

θn dx =
n

n + 1
θ , θ,

але
Eθ∗∗ =

n
n + 1

θ → θ, n→ ∞,

тобто оцiнка θ∗∗ є змiщеною, але асимптотично незмiщеною
оцiнкою параметра θ.
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3.2. Консистентнiсть

Розглянемо консистентнiсть оцiнок

Означення 3

Оцiнка θ∗n параметра θ називається консистентною, якщо θ∗n
P
→ θ,

n→ ∞.

Приклад 1
Дослiдимо на консистентнiсть вибiрковi моменти:

За ЗВЧ Хiнчiна
ξ

P
→ Eξ1 = a,

тому ξ є консистентною оцiнкою параметра a;

За ЗВЧ Хiнчiна ξk P
→ Eξk

1 = mk, тому ξk є консистентною
оцiнкою параметра mk;
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3.2. Консистентнiсть

Аналогiчно до попереднiх прикладiв

D
∗
ξ =

1
n

n∑
j=1

(
ξ j − a

)2 P
→ E (ξ1 − a)2 = σ2,

тому D∗ξ є консистентною оцiнкою параметра σ2;

Якщо до представлення s2 : s2 = 1
n
∑n

j=1

(
ξ j − ξ

)2
= ξ2 −

(
ξ
)2

застосувати ЗВЧ Хiнчiна та властивостi збiжностi за
ймовiрнiстю, отримаємо

s2 = ξ2 −
(
ξ
)2 P
→ Eξ2

1 − (Eξ1)2 = σ2,

тобто s2 є консистентною оцiнкою параметра σ2;
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3.2. Консистентнiсть

Використовуючи попереднiй пункт та властивiсть збiжностi
за ймовiрнiстю, будемо мати

s2
0 =

n
n − 1

s2 P
→ σ2,

тобто s2
0 є консистентною оцiнкою параметра σ2.
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3.2. Консистентнiсть

Iнодi, на практицi, для перевiрки оцiнки на консистентiсть зручно
використовувати наступну теорему

Tеорема 1
Якщо оцiнка θ∗n задовольняє умовам:

1 θ∗n є асимптотично незмiщеною,
2 Dθ∗n → 0, n→ ∞,

тодi θ∗n є консистентною оцiнкою параметра θ.
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3.2. Консистентнiсть

Доведення. Зафiксуємо ε > 0. Тодi, використовуючи нерiвнiсть
Чебишова,

P
{∣∣∣θ∗n − θ∣∣∣ > ε} ≤ 1

ε2 E
(
θ∗n − θ

)2
=

1
ε2 E

(
θ∗n − Eθ∗n + Eθ∗n − θ

)2
=

=
1
ε2

(
Dθ∗n + (Eθ∗n − θ)E(θ∗n − Eθ∗n) +

(
Eθ∗n − θ

)2
)

=

=
1
ε2 Dθ∗n +

1
ε2

(
Eθ∗n − θ

)2
→ 0, n→ ∞,

за умов теореми. Таким чином, теорему доведено.
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3.2. Консистентнiсть

Нехай генеральна сукупнiсть має рiвномiрний розподiл
ξ j ∼ U(0, θ). Дослiдимо на консистентнiсть ОММ

θ∗ = 2ξ

та ОМВ
θ∗∗ = max{x1, . . . , xn}.

Очевидно, за ЗВЧ,

θ∗ = 2ξ = 2
ξ1 + . . . + ξn

n
P
→ 2Eξ1 = θ,

тобто θ∗ є консистентною оцiнкою θ.
Помiтимо, що для оцiнки θ∗∗ ми вже не можемо використати ЗВЧ.
Використаємо останню теорему для доведення консистентностi
оцiнки θ∗∗. Оцiнка θ∗∗ є асимптотично незмiщенною, тобто умова I
теореми виконано.

Лекцiя № 3 Descriptive Statistics



3.2. Консистентнiсть

Для перевiрки умови II, знайдемо 2-й момент оцiнки θ∗∗

E (θ∗∗)2
=

∫ θ

0

nxn+1

θn dx =
n

n + 2
θ2.

Звiдки,

Dθ∗∗ = E (θ∗∗)2
− (Eθ∗∗)2

=
n

(n + 1)2(n + 2)
θ2 → 0, n→ ∞,

тобто умову II теореми виконано. Це означає, що оцiнка θ∗∗ є
консистентною оцiнкою параметра θ.
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3.3. Асимптотична нормальнiсть

Означення 4
Оцiнка θ∗n називається асимптотично нормальною оцiнкою
параметра θ з коефiцiєнтом σ2(θ), якщо для довiльного θ ∈ Θ має
мiсце

√
n
(
θ∗n − θ

)
⇒ N

(
0, σ2(θ)

)
або

√
n ·

θ∗n − θ

σ(θ)
⇒ N (0, 1) , n→ ∞.

Tеорема 2
Якщо оцiнка θ∗ є асимптотично нормальною, тодi вона є
консистентною.
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3.3. Асимптотична нормальнiсть

Дослiдимо на асимптотичну нормальнiсть вибiрковi моменти:
За ЦГТ

√
n
(
ξ − a

)
⇒ N (0, Dξ1) , n→ ∞,

тому ξ є асимптотично нормальною оцiнкою параметра a;
За ЦГТ

√
n
(
ξk − mk

)
⇒ N

(
0, Dξk

1

)
, n→ ∞,

тому ξk є асимптотично нормальною оцiнкою параметра mk;
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3.3. Асимптотична нормальнiсть

Аналогiчно до попереднiх прикладiв
√

n
(
D
∗
ξ − σ

2
)
⇒ N

(
0, D (ξ1 − Eξ1)2

)
, n→ ∞.

тому D∗ξ є асимптотично нормальною оцiнкою параметра σ2;

Оцiнки s2 та s2
0 є асимптотично нормальними оцiнками σ2,

причому вони слабко збiгаються до N
(
0, D (ξ1 − Eξ1)2

)
.
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3.3. Асимптотична нормальнiсть

Нехай генеральна сукупнiсть має рiвномiрний розподiл ξ j ∼ U(0, θ).
Дослiдимо на асимптотичну нормальнiсть ОММ

θ∗ = 2ξ

та ОМВ
θ∗∗ = max{x1, . . . , xn}.

Очевидно, що за ЦГТ,

√
n (θ∗ − θ) =

√
n
(
2ξ −

θ

2

)
=

∑n
j=1 (2ξ j) − nθ
√

n
⇒ N (0, 4Dξ1) = N

(
0,

θ2

3

)
,

тобто θ∗ є асимптотично нормальною оцiнкою θ.
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3.3. Асимптотична нормальнiсть

Для дослiдження θ∗∗ на асимптотичну нормальнiсть
скористаємость тим, що слабка збiжнiсть ηn ⇒ F означає, що для
будь-якого x - точки неперервностi F

P{ηn < x} → F(x), n→ ∞.

Вiзьмемо точку x = 0. Тодi, очевидно,
√

n (θ∗∗ − θ) < 0 м.н. Це
означає, що

P{
√

n (θ∗∗ − θ) < 0} = 19
1
2
.

Останнє означає, що оцiнка θ∗∗ не є асимптотично нормальною.
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Дякуємо за увагу!
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