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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Нехай ξ1, . . . , ξn є вибiркою об’єма n iз параметричної сiм’ї розподiлiв
Fθ, θ ∈ Θ.

Означення 1
Кажуть, що оцiнка θ∗1 є кращою за оцiнку θ∗2 в
середньоквадратичному, якщо для довiльного θ ∈ Θ

E
(
θ∗1 − θ

)2
≤ E

(
θ∗2 − θ

)2 ,

причому хоча б при одному значеннi θ нерiвнiсть є строга.
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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Нехай генеральна сукупнiсть має рiвномiрний розподiл ξ j ∼ U(0, θ).
Порiвняємо ОММ θ∗ = 2ξ та ОМВ θ∗∗ = ξ(n).
Знайдемо середньоквадратичнi вiдхилення цих оцiнок вiд θ
Враховуючи, що θ∗ є незмiщеною оцiнкою

E (θ∗ − θ)2
= Dθ∗ = D

(
2ξ

)
= 4D

(
ξ
)

=
4
n

Dξ1 =
θ2

3n
.

Оскiльки
Eξ(n) =

n
n + 1

θ, Eξ2
(n) =

n
n + 2

θ2,

то

E (θ∗∗ − θ)2
= E (θ∗∗)2

− 2θEθ∗∗ + θ2 =
2θ2

(n + 1)(n + 2)
.
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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Помiтимо, що при n = 1, 2 – вiдхилення будуть рiвними, але при
n > 2

E (θ∗∗ − θ)2
=

2θ2

(n + 1)(n + 2)
<
θ2

3n
= E (θ∗ − θ)2 ,

тобто оцiнка
θ∗∗ = ξ(n)

є кращою за
θ∗ = 2ξ

в середньо квадратичному при n > 2.
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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Виникає питання:

Чи iснує найкраща оцiнка в середньоквадратичному?

Нехай маємо невироджену задачу, тобто для жодної з оцiнок θ∗
неможливо, щоб

θ∗ = θ м.н. на Θ.

Tеорема 1
У класi всеможливих оцiнок найкращої оцiнки в
середньоквадратичному не iснує.
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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Доведемо вiд супротивного. Нехай θ̂ є найкращою оцiнкою. Це
означає, що для довiльної оцiнки θ∗ та для довiльних θ ∈ Θ

E
(̂
θ − θ

)2
≤ E (θ∗ − θ)2 . (1)

Зафiксуємо θ1 ∈ Θ i розглянемо оцiнку θ∗1 = θ1. Тодi

E
(̂
θ − θ1

)2
≤ E

(
θ∗1 − θ1

)2
= E (θ1 − θ1)2 = 0.

В силу довiльностi вибору θ1, будемо мати, що для всiх θ ∈ Θ

E
(̂
θ − θ

)2
= 0.

Останнє означає, що θ̂ = θ м.н. на Θ, що суперечить
невиродженостi задачi.
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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Доведена теорема означає, що ми не можемо шукати найкращу
оцiнку серед класу всеможливих оцiнок i, вiдповiдно, треба розглядати
певнi пiдкласи в кожному з яких вже шукати найкращу оцiнку.

Часто розглядають оцiнки, якi мають однакове змiщення, у сенсi,
що

b(θ) = Eθ∗ − θ

для деякої заданої функцiї b(θ).
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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Позначимо через Kb = Kb(θ) – клас всiх оцiнок зi змiщенням рiвним
заданiй функцiї b(θ) :

Kb = {θ∗ | Eθ∗ = θ + b(θ)} ;

K0 = {θ∗ | Eθ∗ = θ} – клас всiх незмiщених оцiнок.

Означення 2

Оцiнка θ̃ ∈ Kb називається ефективною оцiнкою в класi Kb, якщо
вона не гiрша за всiх iнших оцiнок класу Kb в сенсi
середньоквадратичного пiдходу, тобто для довiльних θ∗ ∈ Kb та
θ ∈ Θ

E
(̃
θ − θ

)2
≤ E (θ∗ − θ)2 .
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4.1. Порiвняння оцiнок, поняття ефективностi

Зауваження 1
Помiтимо, що для θ∗ ∈ Kb

E (θ∗ − θ)2
= E (θ∗ − Eθ∗)2

+ (Eθ∗ − θ)2
= Dθ∗ + b(θ).

Таким чином, порiвняння оцiнок з однаковим змiщенням також
зводиться до порiвняння дисперсiй.

Tеорема 2

Якщо θ̃1 ∈ Kb i θ̃2 ∈ Kb – двi ефективнi оцiнки в Kb, тодi θ̃1 = θ̃2 м.н.
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Нерiвнiсть Крамера-Рао
Розглянемо питання iснування ефективної оцiнки.
Нехай Fθ, θ ∈ Θ, де Θ – обмежений iнтервал числової осi, є абсолютно
неперервним розподiлом, а

f (~x; θ) = f (x1, . . . , xn; θ),

θ ∈ Θ – функцiя вiрогiдностi реалiзацiї вибiрки

~ξ = (ξ1, . . . , ξn) з Fθ.

Помiтимо, що
f (~x; θ) = f (x1, . . . , xn; θ)

буде також i щiльнiстю розподiлу ~ξ.
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Лема 1

Нехай для майже всiх ~x ∈ Rn iснують похiднi

∂

∂θ
f (~x; θ),

∂2

∂θ2 f (~x; θ),

для яких виконуються умови
(i)

∣∣∣∣ ∂i

∂θi f (~x; θ)
∣∣∣∣ ≤ ui(~x), i = 1, 2, де функцiї ui такi, що∫

Rn
ui(~x)d~x < ∞, i = 1, 2;

(ii) E
(
∂
∂θ

ln f (~ξ; θ)
)2
< ∞, E

∣∣∣∣ ∂2

∂θ2 ln f (~ξ; θ)
∣∣∣∣ < ∞.

Тодi
1) E ∂

∂θ
ln f (~ξ; θ) = 0;

2) D ∂
∂θ

ln f (~ξ; θ) = E
(
∂
∂θ

ln f (~ξ; θ)
)2

= −E ∂2

∂θ2 ln f (~ξ; θ).
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Доведення.

На основi вказаних вище характеристик можна побудувати
статистичний розподiл г.с.

1) Беручи до уваги те, що
∫
Rn f (~x; θ)d~x = 1 та властивостi

диференцiювання iнтегралу за параметром, будемо мати

E
∂

∂θ
ln f (~ξ; θ) =

∫
Rn

∂
∂θ

f (~x; θ)
f (~x; θ)

f (~x; θ)d~x =

=

∫
Rn

∂

∂θ
f (~x; θ)d~x =

∂

∂θ

(∫
Rn

f (~x; θ)d~x
)

= 0.
(2)

Крiм того, з умов Леми випливає, що останню рiвнiсть можно
продиференцiювати, звiдки ми отримуємо наступну рiвнiсть∫

Rn

∂2

∂θ2 f (~x; θ)d~x = 0.
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

2) З одного боку,

E
(
∂

∂θ
ln f (~ξ; θ)

)2

=

∫
Rn

(
∂

∂θ
ln f (~x; θ)

)2

f (~x; θ)d~x =

∫
Rn

(
∂
∂θ

f (~x; θ)
)2

f (~x; θ)
d~x.

З iншого боку,

E
∂2

∂θ2 ln f (~ξ; θ) = E
∂

∂θ

 ∂
∂θ

f (~ξ; θ)

f (~ξ; θ)

 = E
∂2

∂θ2 f (~ξ; θ) · f (~ξ; θ) −
(
∂
∂θ

f (~ξ; θ)
)2

f 2(~ξ; θ)
=

= E
∂2

∂θ2 f (~ξ; θ)

f (~ξ; θ)
− E

(
∂
∂θ

f (~ξ; θ)
)2

f 2(~ξ; θ)
=

∫
Rn

∂2

∂θ2 f (~x; θ)d~x −
∫
Rn

(
∂
∂θ

f (~x; θ)
)2

f (~x; θ)
d~x =

= −

∫
Rn

(
∂
∂θ

f (~x; θ)
)2

f (~x; θ)
d~x,

i Лему доведено.
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Означення 3

In(θ) = E
(
∂

∂θ
ln f (~ξ; θ)

)2

= −E
∂2

∂θ2 ln f (~ξ; θ)

називається кiлькiстю iнформацiї за Фiшером.
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Tеорема 3

Якщо виконано умови Леми 1 та для незмiщеної оцiнки θ̂
(iii) iснує така невiд’ємна функцiя U, iнтегрована у сенсi∫
Rn U(~x)d~x < ∞, що для довiльного ~x ∈ Rn

∣∣∣∣∣̂θ (~x) ∂∂θ f
(
~x, θ

)∣∣∣∣∣ ≤ U(~x), (3)

тодi

Dθ̂ ≥
1

In(θ)
, (4)

причому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли для деякого
C = Cn,θ

∂

∂θ
ln f

(
~x, θ

)
= Cn,θ

(̂
θ(~x) − θ

)
. (5)

Лекцiя № 4 Descriptive Statistics



4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Доведення.
Нехай θ̂ ∈ K0 – деяка незмiщена оцiнка, що задовольняє (3). Тодi,
враховуючи, що θ̂ = θ̂ (ξ1, . . . , ξn) = θ̂

(
~ξ
)
,

θ = Eθ̂ =

∫
Rn
θ̂
(
~x
)

f
(
~x, θ

)
d~x.

Продиференцiюємо лiву та праву частини останньої рiвностi за θ.
Тодi, з (2) та нерiвностi Кошi-Буняковського,

1 =

∫
Rn
θ̂
(
~x
) ∂
∂θ

f
(
~x, θ

)
d~x =

∫
Rn

(̂
θ
(
~x
)
− θ

) ∂

∂θ
f
(
~x, θ

)
d~x +

∫
Rn
θ
∂

∂θ
f
(
~x, θ

)
d~x =

=

∫
Rn

[(̂
θ
(
~x
)
− θ

) √
f
(
~x, θ

)]
·

∂
∂θ

f
(
~x, θ

)√
f
(
~x, θ

)d~x ≤

≤

√∫
Rn

(̂
θ
(
~x
)
− θ

)2
f
(
~x, θ

)
d~x ·

√√√∫
Rn

(
∂
∂θ

f
(
~x, θ

))2

f
(
~x, θ

) d~x,
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

або, враховуючи, що

Dθ̂ =

∫
Rn

(̂
θ
(
~x
)
− θ

)2
f
(
~x, θ

)
d~x

та

In(θ) =

∫
Rn

(
∂
∂θ

f
(
~x, θ

))2

f
(
~x, θ

) d~x

(див. доведення Леми 1) отримуємо (4).
Оскiльки знак рiвностi в (4) еквiвалентно знаку рiвностi у
нерiвностi Кошi-Буняковського, отримуємо, що(̂

θ
(
~x
)
− θ

) √
f
(
~x, θ

)
та

∂
∂θ

f
(
~x, θ

)√
f
(
~x, θ

)
мають бути лiнiйно залежними або (5) i Теорему доведено.
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Наслiдок 1

Якщо Dθ̂ = 1
In(θ) або виконується рiвнiсть (5), тодi θ̂ є ефективною

оцiнкою параметра θ.
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4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Наслiдок 2
Якщо ξ1, . . . , ξn є н.о.р.в.в. iз щiльнiстю g(x, θ), тодi

In(θ) = nI(θ),

де I(θ) = E
(
∂
∂θ

ln g(ξ1; θ)
)2

= −E ∂2

∂θ2 ln g(ξ1; θ).

Доведення випливає беспосередньо з того, що функцiя
вiрогiдностi в цьому випадку має вигляд

f (x1, . . . , xn; θ) =

n∏
j=1

g(x j; θ).

Лекцiя № 4 Descriptive Statistics



4.2. Нерiвнiсть Крамера-Рао

Зауваження 2
Якщо ξ1, . . . , ξn є вибiркою iз дискретного розподiлу, то всi
попереднi мiркування залишаються вiрними, якщо щiльнiсть
розподiлу замiнити ймовiрностями, а замiсть iнтегрування за
мiрою Лебега розглядати пiдсумовування (iнтегрування за
рахуючою мiрою).

Зауваження 3
Нерiвнiсть Крамера-Рао можна перенести на багатовимiрний
випадок:

E
(̂
θ − θ

) (̂
θ − θ

)T
≥ I−1

n (θ),

де кiлькiсть iнформацiї за Фiшером

In(θ) = −

(
E

∂2

∂θi∂θ j
ln f (~ξ; θ)

)q

i, j=1
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Дякуємо за увагу!
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