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Вступ

До цього ми шукали "точковi оцiнки" невiдомого параметра, тобто
знаходили оцiнку (для кожної реалiзацiї це число), яка може замiнити
параметр.
Розглянемо iнший пiдхiд до оцiнювання, при якому вказуємо iнтервал
до якого буде належати (накривати) параметр iз заданою ймовiрнiстю.
Такий пiдхiд називається iнтервальним оцiнюванням. Помiтимо,
що чим бiльше впевненостi в тому, що параметр в даному iнтервалi,
тим вiн ширший. Тому немає сенсу шукати iнтервал, в якому
гарантовано буде покривати θ, оскiльки це буде вся параметрична
множина Θ.
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5.1. Довiрчi iнтервали

Нехай ~ξ = (ξ1, . . . , ξn) вибiрка об’єму n з параметричної сiм’ї розподiлiв
Fθ, θ ∈ Θ ⊂ R та ε ∈ (0, 1) – деяке наперед задане число.

Означення 1

Iнтервал
(
θ∗1, θ

∗
2

)
iз випадковими кiнцями називають довiрчим

iнтервалом параметра θ з рiвнем довiри (довiрчою ймовiрнiстю)
1 − ε, якщо для довiльного θ ∈ Θ

P
{
θ∗1 < θ < θ

∗
2
}
≥ 1 − ε.
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Означення 2

Iнтервал
(
θ∗1n, θ

∗
2n

)
iз випадковими кiнцями називають

асимптотичним довiрчим iнтервалом параметра θ з рiвнем довiри
1 − ε, якщо для довiльного θ ∈ Θ

lim inf
n→∞

P
{
θ∗1n < θ < θ

∗
2n

}
≥ 1 − ε.

Зазначимо, що в означеннi 2 йде рiч не про один iнтервал, а про
послiдовность iнтервалiв, якi залежать вiд об’єму вибiрки n.
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5.1. Довiрчi iнтервали

Означення 3
Якщо ймовiрнiсть довiрчого iнтервалу накрити параметр θ
дорiвнює (прямує до) 1 − ε, тодi такий iнтервал називається
точним (асимптотично точним) довiрчим iнтервалом.

Означення 4
Нехай F є деяким розподiлом, що має асолютно неперервну ф.р.
F. Число τδ називається квантилем рiвня δ ∈ (0, 1) розподiлу F,
якщо F(τδ) = δ.

Зауваження 1
У випадку, коли ф.р. F є строго монотонною функцiєю квантиль
визначається однозначно.
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Загальний алгоритм побудови точних довiрчих iнтервалiв

I. Знайти функцiю G
(
~ξ, θ

)
розподiл G якого не залежить вiд θ,

причому G
(
~ξ, θ

)
повинна мати обернену за θ функцiю при

кожнiй реалiзацiї ~ξ;
II. Знайти числа τ1, τ2 – квантилi розподiлу G для яких

1 − ε = P
{
τ1 < G

(
~ξ, θ

)
< τ2

}
;

III. Розв’язавши нерiвнiсть

τ1 < G
(
~ξ, θ

)
< τ2

вiдносно θ, отримаємо точний довiрчий iнтервал.
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Зауваження 2
У якостi τ1, τ2 частiш за все обирають квантилi розподiлу G рiвнi
ε
2 та 1 − ε

2 , вiдповiдно. Але, в загальному випадку, квантилi слiд
обирати так, щоб довiрчий iнтервал був найменшим.
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Приклад 1
Нехай ξ1, . . . , ξn вибiрка з рiвномiрного розподiлу U(0, θ).
Побудуємо точний довiрчий iнтервал для параметра θ
використовуючи вказаний алгоритм.
Легко показати, що з того, що в.в. ξi ∼ U(0, θ) випливає, що в.в.
ηi =

ξi
θ
∼ U(0, 1). Тодi величина

η(n) = max {η1, . . . , ηn} =
max {ξ1, . . . , ξn}

θ
=
ξ(n)

θ
= G

(
~ξ, θ

)
має розподiл, який не залежить вiд θ, з ф.р.
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Fηn (y) =


0, якщо y < 0;
yn, якщо y ∈ [0, 1];
1, якщо y > 1.

(1)

Тодi для довiльних квантилiв довiрчого iнтервалу 0 < τ1 < τ2 ≤ 1

1 − ε = P
{
τ1 < G

(
~ξ, θ

)
< τ2

}
= P

{
τ1 < η(n) < τ2

}
= P

{
ξ(n)

τ2
< θ <

ξ(n)

τ1

}
(2)
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Довжина iнтервалу, в цьому випадку дорiвнює

ξ(n)
τ2 − τ1

τ1τ2
.

Знайдемо такi квантилi, щоб довжина довiрчого iнтервалу була
найменшою.
З (1) та (2) випливає, що

1 − ε = τn
2 − τ

n
1,

звiдки
τ1 = n

√
τn

2 − (1 − ε), (3)

причому τ2 >
n√1 − ε.
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Таким чином, щоб знайти довiрчий iнтервал найменшої довжини,
нам достатньо знайти мiнiмум функцiї

1
n
√
τn

2 − (1 − ε)
−

1
τ2
, τ2 ∈ (

n√
1 − ε, 1].

Похiдну функцiї d(τ2) можна представити у виглядi

d′(τ2) =

n
√(
τn

2 − (1 − ε)
)n+1
− τn+1

2

τ2
2

n
√(
τn

2 − (1 − ε)
)n+1

.
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Покажемо, що d′(τ2) < 0 при τ2 >
n√1 − ε. З вигляду похiдної нам

достатньо довести вiд’ємнiсть чисельника, що еквiвалентно
доведенню нерiвностi (

τn
2 − (1 − ε)

) n+1
n <

(
τn

2

) n+1
n .

Останнє випливає з монотонного зростання функцiї z
n+1

n , z > 0.
Таким чином, ми отримали, вiдрiзок найменшої довжини буде при
τ2 = 1 i, пiдставляючи в (3), τ1 = n

√
ε. Пiдсумовуючи, довiрчий

iнтервал, з рiвнем довiри 1 − ε, найменшої довжини буде

ξ(n) < θ <
ξ(n)

n
√
ε
.
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Загальний алгоритм побудови
асимптотично точних довiрчих

iнтервалiв
I. Знайти таку функцiю G

(
~ξ, θ

)
, що G

(
~ξ, θ

)
⇒ G, причому

розподiл G не залежить вiд θ i, крiм того, G
(
~ξ, θ

)
повинна

мати обернену за θ функцiю при кожнiй реалiзацiї ~ξ;
II. Знайти числа τ1, τ2 – квантилi розподiлу G для яких

P
{
τ1 < G

(
~ξ, θ

)
< τ2

}
→ P {τ1 < η < τ2} = 1 − ε,

де η ∼ G.
III. Розв’язавши нерiвнiсть

τ1 < G
(
~ξ, θ

)
< τ2

вiдносно θ, отримаємо асимптотично точний довiрчий
iнтервал.
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Приклад 2

Нехай ξ1, . . . , ξn вибiрка з показникового розподiлу exp
(
0, 1

α

)
.

Побудуємо асимптотично точний довiрчий iнтервал для
параметра α.

У якостi оцiнки параметра α можна взяти α∗ = ξ = 1
n

n∑
i=1

ξi. Можна
показати, що

Eα∗ = α, Dα∗ =
α2

n
,

а тому, використовуючи ЦГТ будемо мати

α∗ − Eα∗
√

Dα∗
=
√

n
α∗ − α

α
⇒ N(0, 1).
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Тобто, можемо взяти G
(
~ξ, α

)
= ξ i, вiдповiдно, довiрчий iнтервал

буде знаходитись з нерiвностi

−τ1− ε
2
<
√

n
α∗ − α

α
< τ1− ε

2
,

де τ1− ε
2
– квантиль розподiлу N(0, 1) порядку 1 − ε

2 . З останнього
легко отримали, що асимптотично точний довiрчий iнтервал з
рiвнем довiри 1 − ε має вигляд

ξ

1 +
τ1− ε2√

n

< α <
ξ

1 −
τ1− ε2√

n

.
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5.2. Принципи побудови довiрчих iнтервалiв

Для побудови асимптотичних довiрчих iнтервалiв можна
використовувати також асимптотично нормальнi оцiнки.

Tеорема 1
Нехай θ∗ є асимптотично нормальною оцiнкою параметра θ з
коефiцiєнтом σ2(θ), причому функцiя σ(θ) є неперервною в областi
Θ. Тодi iнтервал (

θ∗ −
τ1− ε

2
· σ(θ∗)
√

n
; θ∗ +

τ1− ε
2
· σ(θ∗)
√

n

)
є асимптотичний довiрчим iнтервалом для параметра θ з рiвнем
довiри 1 − ε.
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Дякуємо за увагу!
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