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Вступ

Вiдомi статистичнi розподiли випадкових величин гама, хi-квадрат,
Стьюдента i Фiшера тiсно пов’язанi з нормальним розподiлом i
широко використовуються в математичнiй статистицi для iнтерпретацiї
емпiричних розподiлiв вибiрок.
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Вступ

Завдяки тiсному зв’язку розподiлiв з нормальним розподiлом зазначимо
такi їх теоретичнi та прикладнi аспекти:

хi- квадрат розподiл використовується при аналiзi таблиць
спряження залежностi частот випробовування вiд фактора
ризику, побудовi довiрчих iнтервалiв, перевiрцi статистичних
гiпотез, встановленнi закону розподiлу виправленої дисперсiї.
Розподiл Стьюдента застосовується при побудовi довiрчих
iнтервалiв для середнiх, оцiнцi рiзницi двох вибiркових
середнiх, перевiрцi гiпотез вибiрки невеликого обсягу з
невiдомимстандартним вiдхиленням, у лiнiйному
регресiйному аналiзi при перевiрцi гiпотез на значущiсть
окремих регресiйних коефiцiєнтiв тощо.
Розподiл Фiшера використовується при перевiрцi гiпотез про
адекватнiсть моделi в регресiйному аналiзi, рiвностi дисперсiй
двох нормальних розподiлiв (F-тест) та в iнших задачах.
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6.1. Гама розподiл

Гамма-розподiл — це двопараметрична сiм’я абсолютно
неперервних розподiлiв. Вiн складається з параметрiв α, β. Якщо
α — цiле, то розподiл показує суму α незалежних експоненцiально
розподiлених випадкових величин, кожна з яких набуває значення
β. Якщо параметр α набуває цiлого значення, то такий
гамма-розподiл також називається розподiлом Ерланга.
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6.1. Гама розподiл

Означення 1
В.в. ξ має гамма-розподiл Γ(α, β) з параметрами α, β > 0, якщо її
щiльнiсть розподiлу має вигляд

f (x) =


0, x ≤ 0;

βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0,

де Γ(α) =
∫ T

0 xα−1e−xdx – гамма-функцiя.
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6.1. Гама розподiл

Лема 1

Нехай ξ1 ∼, Γ (α1, β) та ξ2 ∼ Γ (α2, β) - незалежнi в.в. Тодi
ξ1 + ξ2 ∼ Γ (α1 + α2, β).

Лема 2

Якщо ξ ∼ N(0, 1). Тодi ξ2 ∼ Γ
(

1
2 ,

1
2

)
.
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6.2. Розподiл хi-квадрат

Розподiл хi-квадрат з n ступенями вiльностi — неперервний
розподiл, що визначається як розподiл суми квадратiв n
незалежних випадкових величин з стандартним нормальним
розподiлом.
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6.2. Розподiл хi-квадрат

Означення 2
Нехай ξ1, . . . , ξn – незалежнi в.в., якi мають розподiл N(0, 1). Тодi
розподiл в.в.

η = ξ2
1 + . . . + ξ2

n

називається розподiлом хi-квадрат з n ступенями волi та
позначається χ2

n.

Помiтимо, що з лем 1 та 2 випливає, що χ2
n ∼ Γ

(
n
2 ,

1
2

)
, а тому

щiльнiсть розподiлу χ2
n має наступний вигляд

f (x) =


0, x ≤ 0;

1

Γ
(

n
2

)
2

n
2

x
n−2

2 e−
x
2 , x > 0.
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6.2. Pозподiл хi-квадрат

Tеорема 1

Нехай η ∼ χ2
n та ζ ∼ χ2

m незалежнi в.в. Тодi
1 η + ζ ∼ χ2

m+n;
2 Eη = n, Dη = 2n;

3
η

n
P
→ 1, n→ ∞;

4
η − n
√

2n
⇒ N(0, 1), n→ ∞;

5 Має мiсце наступна слабка збiжнiсть√
2η −

√
2n − 1⇒ N(0, 1), n→ ∞,

а тому для достатньо великих n є вiрною апроксимацiя для
ф.в. Fχ2

n
(x) = P{η < x} ≈ Φ(

√
2x −

√
2n − 1);

6 Якщо ξ1, . . . , ξn – незалежнi в.в., що мають розподiл N(µ, σ2),
то

∑n
i=1

(
ξi−µ
σ

)2
∼ χ2

n.
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6.3. Розподiл Стьюдента.

Наступний розподiл був введений англiйським статистиком Госсетом,
який публiкував свої статтi пiд псевдонiмом "Стьюдент". Вiн виникає
у задачi оцiнки сподiваного значення нормально розподiленої популяцiї,
коли розмiр вибiрки малий. Цей розподiл є основою популярного
t-тесту Стьюдента статистичної значущостi рiзницi математичних
сподiвань двох вибiрок, та довiрчого iнтервалу рiзницi очiкуваних
значень двох вибiрок.
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6.3. Розподiл Стьюдента.

Означення 3
Нехай ξ0, ξ1, . . . , ξn – незалежнi в.в., якi мають розподiл N(0, 1).
Тодi розподiл в.в.

tn =
ξ0√
ξ2

1+...+ξn

n

називається розподiлом Стьюдента з n ступенями волi i
позначається S tn.

Помiтимо, що розподiл Стьдента спiвпадає з розподiлом в.в.

tn =
ξ√
η

n

,

де ξ ∼ N(0, 1), η ∼ χ2
n – незалежнi в.в.
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6.3. Розподiл Стьюдента.

Щiльнiсть розподiлу Стьюдента з n ступенями волi має наступний
вигляд

f (x) =
Γ
(

n+1
2

)
√
πnΓ

(
n
2

) (
1 +

y2

n

)− n+1
2

. (1)

Зазначимо, що розподiл Стьюдента з 1 ступенем волi є розподiлом
Кошi.Дiйсно, пiдставивши n = 1 в (1), будемо мати

f (x) =
1
π

(
1 + y2

)−1
.
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6.3. Розподiл Стьюдента.

Tеорема 2
Нехай tn ∼ S tn. Тодi

1 симетрiя −tn ∼ S tn;
2 tn ⇒ N(0, 1), n→ ∞;
3 Якщо 0 < m < n, то E|tn|m < ∞, при цьому для m = 2k + 1

Etm
n = 0. Для m ≥ n Etm

n не iснують.
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6.4. Розподiл Фiшера.

Розподiл Фiшера або F-розподiл — це двопараметричне сiмейство
абсолютно неперервних розподiлiв. F-розподiл часто
зустрiчається як розподiл тестової статистики, коли нульова
гiпотеза вiрна, особливо в тестi вiдношення правдоподiбностi. Вiн
є найважливiшим при аналiзi дисперсiї
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6.4. Розподiл Фiшера.

Означення 4

Нехай ξ ∼ χ2
n, η ∼ χ2

m – незалежнi в.в. Тодi розподiл в.в.

ζ =
ξ/n
η/m

називається розподiлом Фiшера з n та m ступенями волi i
позначається Fn,m.
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6.4. Розподiл Фiшера.

Tеорема 3
Нехай ζ ∼ Fn,m. Тодi

1
1
ζ
∼ Fm,n;

2 ζ слабко збiгається до виродженого в точцi 1 розподiлу при
будь-яких прямуваннях n та m до нескiнченностi;

3 Якщо tm ∼ S tm, то t2
m ∼ F1,m
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Дякуємо за увагу!
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