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Нехай ξ1, . . . , ξn вибiрка об’єму n з розподiлу N(0, 1), а ~ξ =

(ξ1, . . . , ξn)T вiдповiдний вектор-стовпець. Нехай C =
(
ci j

)n

i, j=1
–

ортогональна матриця порядку n, тобто

C ·CT = E,

де E - одинична матриця порядку n та ~ζ = C~ξ.
Координати вектора ~ζ мають гауссiвський розподiл, оскiльки вони

є лiнiйними комбiнацiями незалежних гауссiвських випадкових
величин. Але який саме розподiл вони будуть мати? Для вiдповiдi
на це питання, з’ясуємо питання розподiлу випадкового вектора
пiсля множення його на довiльну невироджену матрицю.
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Наведемо теорему про щiльнiсть розподiлу вiд лiнiйного
перетворення випадкового вектора

Tеорема 1

Нехай випадковий вектор ~ξ має щiльнiсть розподiлу

f~ξ(~y) = f~ξ (y1, . . . , yn) ,

A – невироджена матриця, ~b ∈ Rn, – деякий фiксований вектор.
Тодi вектор ~ζ = A~ξ + ~b має щiльнiсть розподiлу

f~ζ(~y) = fA~ξ+~b(~y) = |det A|−1 · f~ξ
(
A−1(~y − ~b)

)
.
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Доведення. Нехай B ⊂ Rn – довiльна борелiвська множина.
Обчислимо

P
(
~ζ ∈ B

)
= P

(
A~ξ + ~b ∈ B

)
= P

(
~ξ ∈ A−1(B − ~b)

)
=

∫
A−1(B−~b)

f~ξ(~x)d~x,

де A−1(B − ~b) =
{
~x = A−1(~y − ~b) |~y ∈ B

}
.

Виконаємо замiну змiнних ~y = A~x + ~b. За такої замiни область
A−1(B−~b) перейде в область B. Оскiльки обернена замiна має вигляд
~x = A−1(~y − ~b), то якобiан перетворення буде дорiвнювати det A−1 =

(det A)−1, а тому диференцiал запишеться як d~x = |det A|−1 d~y. Отже,

P
(
~ζ ∈ B

)
=

∫
B

|det A|−1 · f~ξ
(
A−1(~y − ~b)

)
d~y.

В силу довiльностi вибору множини B, отримуємо результат
теореми.
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Тепер ми можемо сформулювати теорему щодо точного розподiлу
гауссiвського випадкового вектора ~ζ = C~ξ.

Tеорема 2

Нехай ~ξ = (ξ1, . . . , ξn)T , де ξ j, j = 1, n, – незалежнi N(0, 1) розподiленi
випадковi величини, C – ортогональна матриця. Тодi координати
~ζ = C~ξ є також незалежними N(0, 1) розподiленими випадковими
величинами.
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Доведення. В силу незалежностi координат вектора ~ξ, його
щiльнiсть розподiлу є добутком щiльностей координат

f~ξ(~y) =
n∏

i=1

fξi (yi) = (2π)−
n
2 e−

1
2 (y2

1+...+y2
n) =

1
(2π)

n
2

e−
1
2 ‖~y‖

2
,

де ‖~y‖2 = ~y T · ~y =
n∑

i=1
y2

i .

Обчислимо щiльнiсть розподiлу вектора ~ζ = C~ξ. Оскiльки
матриця C є ортогональною, то C−1 = CT та det C = 1. Звiдки
будемо мати, що

f~ζ(~y) = f~ξ
(
CT~y

)
=

1
(2π)

n
2

e−
1
2‖C

T ·~y‖
2

.
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Помiтимо, що∥∥∥CT · ~y
∥∥∥2
=

(
CT~y

)T
·
(
CT~y

)
=

(
~y T C

)
·
(
CT~y

)
= ~y T ·

(
CC−1

)
· ~y =

∥∥∥~y∥∥∥2
.

Враховуючи попередню рiвнiсть, щiльнiсть прийме вигляд

f~ζ(~y) =
1

(2π)
n
2

e−
1
2‖~y‖

2

= e−
1
2 (y2

1+...+y2
n),

а тому координати випадкового вектора ~ζ є незалежними N(0, 1)
розподiленими випадковими величинами, що й треба було довести.
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Наступне твердження має допомiжний характер i за традицiєю
називається лемою. Вона є найбiльш важливим допомiжним
твердженням в усiх роздiлах теоретичної статистики, якi пов’язанi
з гауссiвським розподiлом

Лема 1 (лема Фiшера)

Нехай ~ξ = (ξ1, . . . , ξn)T , де ξ j, j = 1, n, – незалежнi N(0, 1)
розподiленi випадковi величини, C – ортогональна матриця,
~ζ = C~ξ. Тодi для довiльного k = 1, n − 1 випадкова величина

ηk =

n∑
i=1

ξ2
i − ζ

2
1 − . . . − ζ

2
k

не залежить вiд ζ2
1 , . . . , ζ

2
k та має розподiл χ2

n−k.
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Доведення. Оскiльки

ξ2
1 + . . . + ξ

2
n =

∥∥∥∥~ξ ∥∥∥∥2
=

∥∥∥∥C~ξ
∥∥∥∥2
=

∥∥∥∥~ζ ∥∥∥∥2
= ζ2

1 + . . . + ζ
2
n ,

то

ηk =

n∑
i=1

ζ2
i − ζ

2
1 − . . . − ζ

2
k = ζk+1

2 + . . . + ζn
2.

Результат леми випливає з отриманої рiвностi i того, що, згiдно
з Теоремою 2, ζ1, . . . , ζn є незалежними N(0, 1) розподiленими
випадковими величинами.
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Tеорема 3 (Основний наслiдок з леми Фiшера)

Нехай ξ1, . . . , ξn незалежнi випадковi величини з розподiлу
N

(
µ, σ2

)
. Тодi

1
√

n
ξ − µ

σ
∼ N(0, 1);

2
(n − 1)s2

0

σ2 =
∑n

i=1

ξi − ξ

σ

2

∼ χ2
n−1;

3 в.в. ξ та s2
0 є незалежними.
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Доведення. Перше твердження теореми є очевидним.
Помiтимо, що

(n − 1)s2
0

σ2 =

n∑
i=1

ξi − ξ

σ

2

=

n∑
i=1

ξi − µ

σ
−
ξ − µ

σ

2

=

n∑
i=1

(νi − ν)2 ,

де νi =
ξi − µ

σ
∼ N(0, 1), ν =

ξ − µ

σ
=

1
n

n∑
i=1

νi. Останнє означає, що для

доведення тверджень 2) та 3) теореми достатньо довести їх для
випадку ξi ∼ N (0, 1), i = 1, n.

Лекцiя № 7 Descriptive Statistics



Розглянемо вектор
(

1
√

n , . . . ,
1
√

n

)T
. Оскiльки вiн є одиничним

вектором, то його можна доповнити до ортономованого базису в
просторi Rn. Останнє означає, що можна побудувати ортогональну
матрицю C, першим рядком якої буде

(
1
√

n , . . . ,
1
√

n

)
, а iншими

рядками координати iнших векторiв вiдповiдного ортонормованого
базису.
Нехай ~ζ = C~ξ, тодi

ζ1 =
√

n · ξ =
ξ1
√

n
+ . . . +

ξn
√

n
.

Представимо величину (n − 1)s2
0 у виглядi:

η1 = (n − 1)s2
0 =

n∑
i=1

(
ξi − ξ

)2
=

n∑
i=1

(ξi)2 − nξ
2
=

n∑
i=1

(ξi)2 − ζ1
2.
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Тодi, з леми Фiшера випливає, що

(n − 1)s2
0 =

n∑
i=1

(ξi)2 − ζ1
2 ∼ χ2

n−1

i не залежить вiд
√

n · ξ,

тобто ξ та s2
0 є незалежними. Твердження (2) i (3) теореми доведено.
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Помiтимо, що не дивлячись на те, що випадкова величина

(n − 1)s0
2

σ2

є сумою n квадратiв випадкових величин, якi мiж собою є
залежними (через наявнiсть у кожному ξ), вона має розподiл χ2

n−1.
Причому всi доданки є гауссiвськими однаково розподiленими
випадковими величинами, але не N(0, 1).

Незалежнiсть величин ξ та s2
0 є властивiстю характерною лише

для гауссiвського розподiлу. Так само як i властивiсть зберiгати
незалежнiсть координат пiсля множення на ортогональну матрицю.
Наступний наслiдок з леми Фiшера дозволить будувати довiрчi
iнтервали для параметрiв нормального розподiлу.
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Tеорема 4

Нехай ξ1, . . . , ξn незалежнi в.в. з розподiлу N
(
µ, σ2

)
. Тодi

1
√

n
ξ − µ

σ
∼ N(0, 1);

2
nD∗ξ
σ2 =

∑n
i=1

(
ξi − µ

σ

)2

∼ χ2
n;

3
√

n
ξ − µ

s0
∼ S tn−1.

4
(n − 1)s2

0

σ2 =
∑n

i=1

ξi − ξ

σ

2

∼ χ2
n−1;
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Доведення. Твердження (1) та (2) є очевидним, а (4) випливає з
Теореми 3.
Для доведення (3) перепишемо вiдповiдну випадкову величину у
виглядi

√
n ·

ξ − µ

s0
=
√

n ·
ξ − µ

σ
·

1√
(n−1)s0

2

σ2 · 1
n−1

=
ξ0
√
χn−1

2

n−1

,

де величини

ξ0 =
√

n ·
ξ − µ

σ
∼ N(0, 1)

та

χ2
n−1 =

(n − 1)s0
2

σ2 ∼ χ2
n

є незалежними в силу Теореми 3. З останнього випливає
твердження (3).
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Дякуємо за увагу!
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