
Точнi довiрчi iнтервали для параметрiв нормального
розподiлу

Лекцiя № 8

8.1. Довiрчий iнтервал для середнього µ при вiдомiй дисперсiї σ2.
8.2. Довiрчий iнтервал для середнього µ при невiдомiй дисперсiї σ2.

8.3. Довiрчий iнтервал для дисперсiї σ2 при невiдомому середньому µ.
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Нехай ξ1, . . . , ξn вибiрка об’єму n з розподiлу N
(
µ, σ2

)
. Побудуємо

точнi довiрчi iнтервали з рiвнем довiри 1 − ε для параметрiв µ та
σ2 даного гауссiвського розподiлу.
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Довiрчий iнтервал для середнього µ при вiдомiй
дисперсiї σ2.

Побудуємо довiрчий iнтервал для середнього µ при вiдомiй
дисперсiї σ2.
З властивостей гауссiвського розподiлу випливає, що з гауссовостi

елементiв вибiрки слiдує, що вибiркове середнє ξ буде також
гауссiвською випадковою величиною. Оскiльки

E(ξ) = µ, Dξ =
σ2

n
,

то
ξ ∼ N

(
µ,

σ
√

n

)
.

Будемо вимагати виконання спiввiдношення

P
{
|ξ − µ| < δ

}
= 1 − ε. (1)
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Для гауссiвської випадкової величини ξ ∼ N(µ, σ2) є вiрною
формула

P {|ξ − µ| < δ} = 2Φ

(
δ

σ

)
− 1,

де

Φ(x) =
1
√

2π

x∫
−∞

e−
t2
2 dt.

Застосувавши її до ξ ∼ N
(
µ, σ
√

n

)
будемо мати, враховуючи (1),

P
{
|ξ − µ| < δ

}
= 2Φ

(
δ
√

n
σ

)
− 1 = 1 − ε = 2Φ

(
t1− ε

2

)
− 1, (2)

де t1− ε
2
– квантиль розподiлу N(0, 1) рiвня 1 − ε

2 .
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З (2) знаходимо, що
δ = t1− ε

2

σ
√

n
.

Таким чином, (2) прийме вигляд

P
{
|ξ − µ| < t1− ε

2

σ
√

n

}
= 1 − ε

або
P

{
ξ − t1− ε

2

σ
√

n
< µ < ξ + t1− ε

2

σ
√

n

}
= 1 − ε.
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Отже, довiрчий iнтервал для середнього µ гауссiвської генеральної
сукупностi при вiдомiй дисперсiї σ2 буде мати вигляд

ξ − t1− ε
2

σ
√

n
< µ < ξ + t1− ε

2

σ
√

n
, (3)

де t1− ε
2
– квантиль розподiлу N(0, 1) рiвня 1 − ε

2 .

Зауваження 1
Зазначимо, що на практицi у довiрчий iнтервал замiсть
випадкових величин слiд пiдставляти їх реалiзацiї.
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Приклад 1
Нехай було виконано 5 незалежних випробувань iз гауссiвської
генеральної сукупностi N(µ, 20):

x1 = −25, x2 = 34, x3 = −20, x4 = 10, x5 = 21.

Побудувати довiрчий iнтервал для µ з рiвнем довiри 0, 95.
Розв’язок. Знаходимо спочатку x:

x =
1
5

(−25 + 30 − 20 + 10 + 21) = 4.

За умовою 1 − ε = 0, 95. За таблицею для функцiї розподiлу N(0, 1)
t0,975 = 1, 96. Пiдставляючи знайденi значення в (3) отримаємо
довiрчий iнтервал

(−13, 5; 21, 5).
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Розглянемо тепер побудову довiрчих iнтервалiв для дисперсiї σ2

гауссiвської генеральної сукупностi при вiдомому середньому µ.
З властивостей гауссiвських випадкових величин випливає, що

nD∗ξ
σ2 =

n∑
i=1

(
ξi − µ

σ

)2

∼ χ2
n.

Щiльнiсть розподiлу χ2
n має вигляд

fn(x) =


0, x ≤ 0;

1

Γ
(

n
2

)
2

n
2

x
n−2

2 e−
x
2 , x > 0,

тобто залежить вiд об’єму вибiрки n i не залежить вiд параметрiв
µ та σ2, а тому пiдiйде для побудови довiрчого iнтервалу.
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Враховуючи те, що χ2
n не є симетричною випадковою величиною,

ймовiрнiсть запишемо у виглядi

P
{

tn, ε2 <
nD∗ξ
σ2 < tn, 1− ε

2

}
= Fχ

(
tn, 1− ε

2

)
− Fχ

(
tn, ε2

)
= 1 − ε,

де

Fχ(x) =

x∫
−∞

fn(t)dt

є функцiєю розподiлу χ2
n, а tn, ε2 i tn, 1− ε

2
– квантилi розподiлу χ2

n рiвнiв
ε
2 i 1 − ε

2 , вiдповiдно, або

P
{ nD∗ξ

tn, 1− ε
2

< σ2 <
nD∗ξ
tn, ε2

}
= 1 − ε.
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Отже довiрчий iнтервал для дисперсiї σ2 при вiдомому
середньому µ для гауссiвської генеральної сукупностi має вигляд

nD∗ξ
tn, 1− ε

2

< σ2 <
nD∗ξ
tn, ε2

де tn, ε2 i tn, 1− ε
2
– квантилi розподiлу χ2

n рiвнiв ε
2 i 1 − ε

2 , вiдповiдно.
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Знайдемо довiрчий iнтервал для середнього µ, але для випадку,
коли дисперсiя σ2 є невiдомою.
Розглянемо випадкову величину

T =
√

n
ξ − µ

s0
,

де s2
0 – незмiщена вибiркова дисперсiя, яка обчислюється за

формулою:

s0 =
1

n − 1

n∑
i=1

(
ξi − ξ

)2
.
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За наслiдком iз леми Фiшера, випадковi величини ξ та s2
0 є

незалежними та

ξ =
√

n
ξ − µ

σ
∼ N(0, 1),

η =
(n − 1)s2

0

σ2 ∼ χ2
n−1.

Оскiльки T можна представити у виглядi

T =

√
n ξ−µ

σ√
1

n−1
(n−1)s2

0
σ2

=
ξ√
η

n

,

то випадкова величина T ∼ Stn−1, тобто має розподiл Стьюдента з
n − 1 степенями волi.
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Помiтимо, що щiльнiсть розподiлу Stn−1 має вигляд:

fn(t) =
Γ
(

n
2

)
√
π(n − 1)Γ

(
n−1

2

) · (1 +
t2

n − 1

)− n
2

,

де

Γ(λ) =

∞∫
0

uλ−1 · e−udu

є гамма-функцiєю, залежить лише вiд об’єму вибiрки n та не
залежить вiд невiдомих параметрiв µ та σ2. Це означає, що ми
можемо використати випадкову величину T для побудови довiрчого
iнтервалу.
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Враховуючи те, що Stn−1 є симетричною випадковою величиною,
можемо записати ймовiрнiсть

P
{
|T | < tn−1, 1− ε

2

}
= P


∣∣∣∣∣∣√n

ξ − µ

s0

∣∣∣∣∣∣ < tn−1, 1− ε
2

 = 2FSt

(
tn−1, 1− ε

2

)
− 1 = 1 − ε,

де

FSt(x) =

x∫
−∞

fn(t)dt

є функцiєю розподiлу Stn−1, а tn−1, 1− ε
2
– квантиль розподiлу Stn−1

рiвня 1 − ε
2 , або

P
{
ξ − tn−1, 1− ε

2

s0
√

n
< µ < ξ + tn−1, 1− ε

2

s0
√

n

}
= 1 − ε.
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Отже довiрчий iнтервал для середнього µ при невiдомiй дисперсiї
σ2 для гауссiвської генеральної сукупностi має вигляд

ξ − tn−1, 1− ε
2

s0
√

n
< µ < ξ + tn−1, 1− ε

2

s0
√

n
(4)

де tn−1, 1− ε
2
– квантиль розподiлу Stn−1 рiвня 1 − ε

2 .
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Приклад 2
Нехай було виконано 5 незалежних випробувань iз гауссiвської
генеральної сукупностi N(µ, σ):

x1 = −25, x2 = 34, x3 = −20, x4 = 10, x5 = 21.

Побудувати довiрчий iнтервал для µ з рiвнем довiри 0, 95.
Розв’язок. З прикладу 1 маємо, що x = 4. Крiм того,

s2
0 =

1
4

(
(−25 − 4)2 + . . . + (21 − 4)2

)
= 660, 5

За умовою 1 − ε = 0, 95. За таблицею знаходимо t4, 0,975 = 2, 78.
Пiдставляючи знайденi значення в (4) отримаємо довiрчий iнтервал

(−27, 9; 35, 9).
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Розглянемо тепер випадок побудови довiрчого iнтервалу для
дисперсiї σ2, коли середнє є невiдомим.
З наслiдку iз леми Фiшера

(n − 1)s2
0

σ2 ∼ χ2
n−1,

а тому, повторюючи мiркування знаходження довiрчого iнтервалу
при вiдомому математичному сподiванню, отримаємо, що

(n − 1)s2
0

tn−1, 1− ε
2

< σ2 <
(n − 1)s2

0

tn−1, ε2

.

де tn−1, ε2 i tn−1, 1− ε
2
– квантилi розподiлу χ2

n−1 рiвнiв ε
2 i 1 − ε

2 ,
вiдповiдно.
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Дякуємо за увагу!
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