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Вступ

Маючи вибiрку, ми можемо висунути кiлька взаємовиключаючих
гiпотез по теоретичному розподiлу, однiй з яких слiд вiддати перевагу
над iншими. Завдання пов’язанi з вибором однiєї з кiлькох гiпотез
вирiшується побудовою статистичного критерiю. Як правило, за
вибiркою кiнцевого обсягу безпомилкових висновкiв про розподiл
зроблено бути не може, тому завжди є небезпека вибрати невiрну
гiпотезу.
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Вступ

Так, кидаючи монету, можна висувати припущення про справжню
ймовiрнiсть того, що випаде герб. Припустимо, є двi гiпотези:
ймовiрнiсть або знаходиться в межах 0,45-0,55, або нi. Отримавши
пiсля ста кидкiв рiвно 51 герб, ми напевно виберемо першу гiпотезу.
Однак є ненульовi шанси на те, що i при p = 0,3 випаде 51 герб:
вибираючи першу гiпотезу, ми можемо помилитися.
Навпаки, отримавши 33 герба, ми швидше за все вiддамо перевагу
другiй гiпотезi. I знову не виключена можливiсть, що настiльки
далеке вiд половини число гербiв є просто результат випадковостi,
а монета насправдi симетрична.
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9.1. Гiпотези та критерiї

Нехай дана вибiрка ξ1, ξ2, ..., ξn з розподiлу F. Ми будемо вважати
вибiрку набором незалежних випадкових величин з одним i тим
же розподiлом, хоча в рядi завдань i цi припущення потребують
перевiрки. Тодi однакова розподiленiсть або незалежнiсть спостере-
жень не передбачається.

Означення 1
Гiпотезою H називається будь-яке припущення про розподiл
спостережень:

H = {F = F1} або {F = F},

де F-деяка пiдмножина в множинi всiх розподiлiв. Гiпотеза H
називається простою, якщо вона вказує на єдине розподiл: F = F1.
Iнакше H називається складною: F = F.
Якщо гiпотез всього двi, то одну з них прийнято називати
основною, а iншу – альтернативою, або вiдхиленням вiд основної
гiпотези.
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9.1. Гiпотези та критерiї

Перерахуємо типовi завдання перевiрки гiпотез.
Вибiр з декiлькох простих гiпотез: є
H1 = {F = F1}, ...,Hk = {F = Fk}, i iншi припущення неможливi.
Проста основна гiпотеза i складна альтернатива:
H1 = {F = F1},H2 = {F , F1}.

Складна основна гiпотеза i складна альтернатива:
H1 = {F ∈ F},H2 = {F < F}. Наприклад, гiпотеза про
нормальнiсть: H1 = {розподiл F є нормальним} при
альтернативнiй H2 = {H1 є невiрною}.
Гiпотеза однорiдностi: є кiлька вибiрок; основна гiпотеза
полягає в тому, що цi вибiрки витягнутi з одного розподiлу.
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9.1. Гiпотези та критерiї

Гiпотеза незалежностi: по вибiрцi (X1,Y1), ..., (Xn,Yn) з n
незалежних спостережень пари випадкових величин
перевiряється гiпотеза H1 = {Xi i Yi незалежнi} при
альтернативi H2 = {H1 є невiрною}. Обидвi гiпотези є
складними.
Гiпотеза випадковостi. В експериментi спостерiгаються n
випадкових величин X1, ..., Xn i перевiряється складна гiпотеза
H1 = {X1, ..., Xn незалежнi i однаково розподiленi}. Це завдання
ставлять, наприклад, при перевiрцi якостi генератора
випадкових чисел.
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9.1. Гiпотези та критерiї

Нехай дана вибiрка X1, ..., Xn, щодо розподiлу якоївисунутi гiпотези
H1, ...,Hk.

Означення 2
Критерiєм σ = σ(X1, ..., Xn) називається вимiрне вiдображення

σ : Rn → {H1, ...,Hk}

з множини всiх можливих значень вибiрки у множинi гiпотез.
Вимiрнiсть розумiється в звичайному сенсi: {ω |σ(X1, ..., Xn) = Hi} є
подiєю при будь-якому i = 1, ..., k.
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9.1. Гiпотези та критерiї

Означення 3
Кажуть, що сталася помилка i-го роду крiтерiю σ, якщо критерiй
вiдкинув вiрну гiпотезу Hi. Ймовiрнiстю помилки i-го роду
критерiю σ називається число

αi(σ) = PHi (σ(X) , Hi).
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Розглянемо детально випадок, коли є двi простi гiпотези про
розподiл спостережень H1 = {F = F1} та H2 = {F = F2} Тодi
будь-який критерiй σ(X) приймає не бiльше двох значень.
Це означає, що область Rn дiлиться на двi частини
Rn = S

⋃
(R2 \ S ) так, що

σ(X) =
{

H1, X ∈ R2 \ S ;
H2, X ∈ S ,

Область S , в якiй приймається друга (альтернативна) гiпотеза,
називається критичною областю.
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Означення 4
Iмовiрнiсть помилки першого роду α1 = α1(σ) iнакше називають
розмiром або критичним рiвнем критерiю σ:

α1 = α1(σ) = PH1 (σ(X) ,= H1) = PH1 (σ(X) = H2) = PH1 (X ∈ S ).

Потужнiстю критерiю σ називають величину 1 − α2, де α2 = α2(σ)
- ймовiрнiсть помилки другого роду критерiю σ. Потужнiсть
критерiю дорiвнює

1 − α2(σ) = 1 − PH2 (σ(X) , H2) = PH2 (σ(X) = H2) = PH2 (X ∈ S ).

Зауважимо, що ймовiрностi помилок першого i другого роду
обчислюються при рiзних припущеннях про розподiл (вiрна H1
або вiрна H2),тому нiякими фiксованими спiввiдношеннями виду
α1 ≡ 1 − α2 цi помилки не пов’язанi.
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Як порiвнювати критерiї?

Зрозумiло, критерiй тим краще, нiж меньше ймовiрностi його
помилок. Але якщо порiвнювати критерiї за двома ймовiрностями
помилок одночасно, щоб

αi(σ1) ≤ αi(σ2)) при i = 1, 2,

то занадто багато критерiї виявляться непорiвнянними.
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Наприклад, розглянемо два крайнiх випадки, коли критерiй,
незалежно вiд вибiрки, завжди приймає одну i ту ж гiпотезу.

Приклад 1

Нехай критерiй σ(X) ≡ H1 завжди вибирає першу гiпотезу. Тодi

α1 = PH1 (σ = H2) = 0, α2 = PH2 (σ = H1) = 1.

Навпаки: нехай критерiй σ(X) ≡ H2 завжди вибирає другу
гiпотезу.
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Приклад 2
Задано вибiрку обсягу n = 1 з нормального розподiлу N(a, 1) i двi
простi гiпотези H1 = a = 0 i H2 = a = 1. Розглянемо при деякому
b ∈ R наступний критерiй:

σ(X1) =
{

H1, X1 ≤ b;
H2, X1 > b.

Лекцiя № 9 Descriptive Statistics



9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Зобразимо на графiку вiдповiднi гiпотезам щiльностi та
розподiлимо ймовiрностi помилок першого i другого роду
критерiю σ

α1 = PH1 (X1 > b), α2 = PH2 (X1 ≤ b).

Бачимо, що з ростом числа b ймовiрнiсть помилки першого роду
α1 зменшується, але ймовiрнiсть помилки другого роду α2 зростає.
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Отже, приклади 1 i 2 показують загальну тенденцiю:

при спробi зменшити одну з ймовiрностей помилок iнша, як
правило, збiльшується.

Так, якщо зменшувати α1 = PH1 (X ∈ S ) за рахунок звуження
критичної областi S , то одночасно буде рости ймовiрнiсть
помилки другого роду й зменшуватися потужнiсть критерiю

1 − α2 = PH2 (X ∈ S ).
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв.

Перерахуємо загальноприйнятi пiдходи до порiвняння критерiїв.
Обмежимося для простоти завданням перевiрки двох простих
гипотез. Нехай маємо критерiї σ i ρ з вiрогiднiстю помилок
першого i другого роду α1(σ), α1(σ) i α1(ρ), α2(ρ).
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Мiнiмакстний пiдхiд. Кажуть, що критерiй σ не гiрше критерiю ρ
в сенсi минимаксного пiдходу, якщо

max{α1(σ), α2(σ)} ≤ max{α1(ρ), α2(ρ)}.

Означення 5
Критерiй σ називається мiнiмаксним, якщо вiн не гiрше за всiх
iнших критерiїв в сенсi минимаксного пiдходу. Iнакше кажучи,
мiнiмаксний критерiй має найменшу «найбiльшу помилку»
max{α1(σ), α2(σ)} серед всiх iнших критерiїв.
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Байєсiвський пiдхiд. Цей пiдхiд застосовують у наступних
випадках:

якщо вiдомо апрiорi, що з iмовiрнiстю r вiрна гiпотеза H1, а з
ймовiрнiстю s = 1 − r – гiпотеза H2;
якщо задана лiнiйна «функцiя втрат»: втрати вiд
помилкового рiшення на рiвнi r, якщо вiдбувається помилка
першого роду, i рiвнi s, якщо другого. Тут r + s вже не
обов’язково дорiвнює 1, але втрати можна звести до одиницi
нормування r′ = r

(r+s)4 i s′ = s
(r+s) .

Нехай апрiорнi ймовiрностi або втрати r i s заданi. Кажуть що
критерiй σ не гiрше критерiю ρ в сенсi байєсiвського пiдходу, якщо

rα1(σ) + sα2(σ) ≤ rα1(ρ) + sα1(ρ).

Означення 6
Критерiй σ називають Байєсовим, якщо вiн не гiрше за всiх iнших
критерiїв в сенсi байєсiвського пiдходу.
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9.2. Пiдходи до порiвняння критерiїв

Вибiр найбiльш потужного критерiю. Помилки першого i другого
роду зазвичай нерiвноправнi. Тому виникає бажання контролю-
вати одну з помилок.
Наприклад, зафiксувати ймовiрнiсть помилки першого родe на
досить низькому (безпечному) рiвнi i розглядати тiльки критерiї з
такою ж або ще меншою ймовiрнiстю цiєї помилки. Cеред них
найкращим слiд визнати критерiй c найменшою вiрогiднiстю
помилки другого роду.
Введемо при ε ∈ [0, 1] клас критерiїв Kε =

{
σ(X)|α1(σ) ≤ ε

}
.

Означення 7
Критерiй σ ∈ Kε називають найбiльш потужним критерiєм (НПК)
розмiру ε, якщо α2(σ0) ≤ α2(σ) для будь-якого iншого критерiю
σ ∈ Kε .
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Дякуємо за увагу!
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