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Вступ.

Нехай ξ1, . . . , ξn є вибiркою об’єма n iз розподiлу F , який має функцiю
розподiлу F. Припустимо, що перевiряється гiпотеза

H0 : F(x) = F0(x) проти альтернативи H1 : F(x) , F0(x).

Критерiї для перевiрки гiпотез щодо розподiлу генеральної сукупностi
називаються критерiями згоди (англ. "Goodness of fit criteria").
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10.1. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки
непараметричної гiпотези.

Нехай ймовiрнiсний простiр Ω розбито на подiї E1, . . . , Ed такi, що
d⋂

k=1
Ek = Ω та Ei ∩ E j = ∅ i , j.

Зауваження 1
При виборi розбиття ймовiрнiстного простору на подiї слiд
дотримуватись наступного:

у випадку дискретного розподiлу з ймовiрностями
(p1, . . . , pd), розбиття обирається так, щоб P{Ek} = pk, k = 1, d;
у випадку неперервного розподiлу, область визначення ф.р.
F0 розбивається на d iнтервалiв ∆k, для яких P{∆k} = pk,
k = 1, d.
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10.1. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки
непараметричної гiпотези.

Позначимо, через pk = F0(Ek) = P{ξ1 ∈ Ek |H0}, тобто ймовiрнiсть
попадання в Ek, за умови виконання гiпотези H0. Очевидно,

p1 + . . . + pd = 1.

Нехай також

νk =

n∑
j=1

1
(
ξ j ∈ Ek

)
,

є кiлькiстю ξ j, j = 1, n, що попали в Ek, k = 1, d.
Складемо статистику

χ2 =

d∑
k=1

(νk − npk)2

npk
= n

d∑
k=1

(
νk

n
− pk

)2 1
pk
.
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10.1. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки
непараметричної гiпотези.

Оскiльки частота
νk

n
є незмiщеною та консистентною оцiнкою

F(Ek), тобто

E
νk

n
= F(Ek) = P{ξ1 ∈ Ek},

νk

n
P
−→ F(Ek),

то, при виконаннi гiпотези H0, для всiх k = 1, d

F(Ek) = F0(Ek) = pk

i, як наслiдок,

νk

n
− pk =

νk

n
− F0(Ek)

P
−→ 0, k = 1, d.

При цьому можна показати, що

χ2 ⇒ χ2
d−1, n→ ∞.
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10.1. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки
непараметричної гiпотези.

Якщо ж H0 не є вiрною, то

νk

n
− pk

P
−→ F(Ek) − F0(Ek), k = 1, d,

i хоча б для одного k = 1, d, незалежно вiд розбиття вибiркового
простору Ω,

F(Ek) − F0(Ek) > 0.

Останнє означає, що

χ2 = n
d∑

k=1

(
νk

n
− pk

)2 1
pk

P
−→ +∞, n→ ∞.
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10.1. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки
непараметричної гiпотези.

Таким чином, межi, якi вiдокремлюють великi значення
статистики χ2 вiд малих, знаходяться на пiдставi того, що при
великих n розподiл статистики χ2 мало вiдрiзняється вiд
розподiлу χ2

d−1, за умови вiрностi гiпотези H0, i, у разi вiрностi
альтернативної гiпотези H1, χ2 буде набувати великих значень.
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10.1. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки
непараметричної гiпотези.

Нехай задано рiвень значущостi α. Тодi критична область
критерiю χ2 (

χ2
)∗
> χ2

d−1,1−α,

де χ2
d−1,1−α – квантиль розподiлу χ2

d−1 рiвня 1 − α, при попаданнi в
яку вiдхиляється нульова гiпотеза H0, i не вiдхиляється в
протилежному випадку.
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10.2. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки параметричної
гiпотези

Нехай ξ1, . . . , ξn є вибiркою об’єма n iз невiдомого розподiлу F ,
який має фyнкцiю розподiлу F. Нехай перевiряється гiпотеза

H0 : F(x) = Fθ(x), θ ∈ Θ ⊂ Rq,

проти альтернативи
H1 : F(x) , Fθ(x),

для всiх θ ∈ Θ, де θ – невiдомий параметр, q – його розмiрнiсть.
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10.2. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки параметричної
гiпотези

Нехай ймовiрнiсний простiр Ω розбито на подiї

E1, . . . , Ed,

як це вказано у попередньому пунктi з d > q + 1.
На вiдмiну вiд попереднього пункту

pk = P{Ek |H0} = pk(θ)

залежить вiд невiдомого параметра, а це означає,що вiд
параметра залежить також

χ2
(
~ξ, θ

)
=

d∑
k=1

(νk − npk(θ))2

npk(θ)
.
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10.2. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки параметричної
гiпотези

В цьому випадку природно дiяти наступним чином: у якостi
значень невiдомих параметрiв

θ =
(
θ1, . . . , θq

)
взяти їх оцiнки

θ∗ =
(
θ∗1, . . . , θ

∗
q

)
,

якi знаходяться за вибiркою ξ1, . . . , ξn, а у якостi гiпотетичного
розподiлу розглянути Fθ∗ (x). Статистика критерiю при цьому, буде
мати вигляд

χ2
(
~ξ, θ∗

)
=

d∑
k=1

(νk − npk(θ∗))2

npk(θ∗)
.
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10.2. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки параметричної
гiпотези

Р.Фiшером було встановлено, що у разi вiрностi нульової гiпотези
H0 i виборi у якостi оцiнки θ∗ = θ̂ – оцiнки максимальної
вiрогiдностi,

χ2
(
~ξ, θ∗

)
⇒ χ2

d−q−1, n→ ∞.

Таким чином, при оцiнюваннi параметрiв методом максимальної
вiрогiдностi, критерiй Пiрсона можна застосовувати у наступному
виглядi.
Нехай задано рiвень значущостi α. Тодi критична область
критерiю χ2

χ2 (
~x, θ∗

)
> χ2

d−q−1,1−α,

де ~x = (x1, . . . , xn) – реалiзацiя вибiрки, χ2
d−q−1,1−α – квантиль

розподiлу χ2
d−q−1 рiвня 1 − α, при попаданнi в яку вiдхиляється

нульова гiпотеза H0, i не вiдхиляється в протилежному випадку.
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10.2. Критерiй χ2 (Пiрсона) перевiрки параметричної
гiпотези

Зауваження 2
Для того, щоб критерiй Пiрсона можна було корректно
застосовувати необхiдно вимагати, щоб для всiх d подiй Ek

розбиття виконувалась нерiвнiсть:

npk ≥ 10, k = 1, d. (1)

Якщо ж для деяких Ek значення

npk < 10,

то такi Ek об’єднують з iншими подiями так, щоб для нового
розбиття Ẽk, k = 1, d, нерiвностi (1) мали мiсце.
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10.3. Критерiй Колмогорова (Колмогорова-Смiрнова)

Нехай ~ξ = (ξ1, . . . , ξn) є вибiркою об’єма n iз розподiлу F , який має
неперервну ф.р. F. Перевiряється проста гiпотеза
H0 : F(x) = F0(x) проти складної альтернативи H1 : F(x) , F0(x).
Побудуємо статистику

Dn =
√

n sup
y∈R

∣∣∣F∗n(y) − F0(y)
∣∣∣ ,

де F∗n(y) – емпiрична функцiя розподiлу, яку побудовано за
вибiркою ~ξ.
У разi вiрностi гiпотези H0, згiдно з теоремою Колмогорова

Dn ⇒ η, n→ ∞,

де η має розподiл Колмогорова.
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10.3. Критерiй Колмогорова (Колмогорова-Смiрнова)

Зауважимо, що у разi невiрностi гiпотези H0

sup
y∈R

∣∣∣F∗n(y) − F0(y)
∣∣∣ P
9 0, n→ ∞,

а тому
Dn

P
→ ∞, n→ ∞.

Таким чином, межi, якi вiдокремлюють великi значення
статистики Dn вiд малих, знаходяться на пiдставi того, що при
великих n розподiл статистики Dn мало вiдрiзняється вiд
розподiлу Колмогорова, за умови вiрностi гiпотези H0, i, у разi
вiрностi альтернативної гiпотези H1, Dn буде набувати великих
значень.
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10.3. Критерiй Колмогорова (Колмогорова-Смiрнова)

Знайдемо бiльш зручну для практичного застосування формулу
обчислення статистики Dn. Нехай ~x = (x1, . . . , xn) є реалiзацiєю
вибiрки. На її основi будуємо варiацiйний ряд

X(1), . . . , X(n),

який доповнюємо X(0) = −∞ та X(n+1) = +∞. Тодi емпiрична ф.р.
можна записати як

F∗n(y) =
k
n
, X(k) < y ≤ X(k+1), k = 0, n,

причому

F∗n
(
X(k)

)
=

k − 1
n

, k = 0, n + 1.

Помiтимо, що тодi

D
∗
n =
√

n max
1≤k≤n

(∣∣∣∣∣F0
(
X(k)

)
−

k − 1
n

∣∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣∣F0
(
X(k)

)
−

k
n

∣∣∣∣∣) .
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10.3. Критерiй Колмогорова (Колмогорова-Смiрнова)

Нехай задано рiвень значущостi α. Тодi критичну область
критерiю Колмогорова можна визначати наступним чином:

Якщо n < 100, тодi у якостi критичного рiвня критерiю
доцiльно обирати значення

√
nεα,n, де εα,n визначається як

верхня межа розподiлу вiдхилень sup
y∈R

∣∣∣F∗n(y) − F(y)
∣∣∣ рiвня α,

тобто найменше значення ε > 0, для якого

P
sup

y∈R

∣∣∣F∗n(y) − F(y)
∣∣∣ ≥ ε ≤ α.

В цьому випадку критична область критерiю Колмогорова
буде мати вигляд

D
∗
n >
√

nεα,n.
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10.3. Критерiй Колмогорова (Колмогорова-Смiрнова)

Якщо значення n ≥ 100, тодi у якостi критичного рiвня
критерiю доцiльно обирати значення λα – квантиль розподiлу
Колмогорова рiвня 1 − α, тобто корiнь рiвняння

1 − K(λ) = α,

де K(λ) – ф.р. розподiлу Колмогорова. В цьому випадку
критична область критерiю Колмогорова буде мати вигляд

D
∗
n > λα.

Лекцiя № 10 Descriptive Statistics



Дякуємо за увагу!
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