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Вступ

Розглянемо задачу з двома вибiрками.
Нехай

~ξ =
(
ξ1, . . . , ξn1

)
є вибiркою об’єма n1 iз розподiлу F , який має функцiя розподiлу
F, а

~η =
(
η1, . . . , ηn2

)
є вибiркою об’єма n2 iз розподiлу G, який має функцiя розподiлу G.
Припустимо, що перевiряється гiпотеза

H0 : F = G проти альтернативи H1 : F , G.

Критерiї для перевiрки гiпотез про те, що двi (або бiльше) вибiрки
взятi з одного ймовiрнiстного розподiлу називаються критерiями
однорiдностi (англ. "Homogeneity Criteria").
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11.1. Критерiй Смiрнова (Колмогорова-Смiрнова).

Даний критерiй можна використовувати лише у випадку неперервних
функцiй розподiлу.

Нехай F∗n1
(y) та G∗n2

(y) – емпiричнi функцiї розподiлу, якi побудованi
за вибiрками ~ξ та ~η, вiдповiдно.
У якостi статистики критерiю оберемо

ρ
(
~ξ, ~η

)
=

√
n1n2

n1 + n2
sup
y∈R

∣∣∣F∗n(y) −G∗n2
(y)

∣∣∣ . (1)
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11.1. Критерiй Смiрнова (Колмогорова-Смiрнова).

Для статистики ρ
(
~ξ, ~η

)
є вiрною теорема, аналогiчна до теореми

Колмогорова.

Tеорема 1
Якщо вибiрки ξ1, . . . , ξn1 та η1, . . . , ηn2 взято з одного розподiлу F ,
який має неперервну функцiю розподiлу F, то статистика ρ

(
~ξ, ~η

)
,

яка задається (1), слабко збiгається до розподiлу Колмогорова,
тобто

ρ
(
~ξ, ~η

)
⇒ ζ, n1, n2 → ∞,

де в.в. ζ має розподiл Колмогорова з неперервною функцiєю
роподiлу.
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11.1. Критерiй Смiрнова (Колмогорова-Смiрнова).

Зауваження 1

В силу схожести принципiв побудови статистики ρ
(
~ξ, ~η

)
критерiю

однорiдностi Смiрнова та статистики D∗n критерiю згоди
Колмогорова, а також однакового граничного розподiлу при
виконаннi основної гiпотези, далi ми наведемо лише основнi
моменти, якi стосуються побудови критерiю.
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11.1. Критерiй Смiрнова (Колмогорова-Смiрнова).

За аналогiєю, у разi вiрностi альтернативної гiпотези H1,

ρ
(
~ξ, ~η

) P
→ ∞, n1, n2 → ∞.

Знайдемо бiльш зручну для практичного застосування формулу
обчислення статистики ρ

(
~ξ, ~η

)
. Нехай ~x = (x1, . . . , xn) є реалiзацiєю

вибiрки ~ξ, а ~y = (y1, . . . , yn) є реалiзацiєю вибiрки ~η. На їх основi
будуємо два варiацiйних ряди

−∞ = X(0) < X(1) < . . . < X(n1) < X(n1+1) = +∞;
−∞ = Y(0) < Y(1) < . . . < Y(n2) < Y(n2+1) = +∞.
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11.1. Критерiй Смiрнова (Колмогорова-Смiрнова).

Можна показати, що статистика ρ
(
~x, ~y

)
, побудована за

реалiзацiями вибiрок прийме вигляд

ρ
(
~x, ~y

)
=

√
n1n2

n1 + n2
max

1≤k≤n1

(∣∣∣∣∣G∗n2

(
X(k)

)
−

k − 1
n1

∣∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣∣G∗n2

(
X(k)

)
−

k
n1

∣∣∣∣∣) =
=

√
n1n2

n1 + n2
max

1≤i≤n2

(∣∣∣∣∣F∗n1

(
Y(i)

)
−

i − 1
n2

∣∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣∣F∗n1

(
Y(i)

)
−

i
n2

∣∣∣∣∣) .
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11.1. Критерiй Смiрнова (Колмогорова-Смiрнова).

Нехай задано рiвень значущостi α. Тодi критичну область
критерiю Смiрнова будується наступним чином:

Якщо n = n1 + n2 < 100, критична область доцiльно обрати

ρ
(
~x, ~y

)
>
√

nεα,n,

де εα,n визначається так само, як у попередньому пунктi.
Якщо n ≥ 100, тодi критична область матиме вигляд

ρ
(
~x, ~y

)
> λα,

де λα – квантиль розподiлу Колмогорова рiвня 1 − α.
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10.2. Критерiй знакiв.

Нехай маємо n пар спостережень

(ξ1, η1) , . . . , (ξn, ηn) ,

причому
~ξ =

(
ξ1, . . . , ξn1

)
i

~η =
(
η1, . . . , ηn2

)
– двi вибiрки однакового об’єму n iз неперервних розподiлiв F та
G, вiдповiдно.
Гiпотезу щодо рiвностi розподiлiв сформулюємо у наступному
виглядi:
H0 : при кожному i = 1, n обидва результати спостережень ξi та ηi

є незалежними, однаково розподiленими випадковими величинами
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10.2. Критерiй знакiв.

Розглянемо рiзницi
ζi = ξi − ηi, i = 1, n,

та позначимо через

K =

n∑
i=1

1 {ζi > 0} .

кiлькiсть додатних рiзниць ζi, а n − K тодi кiлькiсть вiд’ємних
рiзниць.
Помiтимо, що ζ1, . . . , ζn є незалежними однаково розподiленими
випадковими величинами.
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10.2. Критерiй знакiв.

Якщо гiпотеза H0 є вiрною, тодi для кожного i = 1, n

P{ξi − ηi > 0} = P{ζi > 0} = P{ζi < 0} = P{ξi − ηi < 0} =
1
2
,

оскiльки, в силу неперервностi розподiлiв P{ξi = ηi} = P{ζi = 0} = 0.
Тодi K матиме бiномiальний розподiл з p = 1

2 .
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10.2. Критерiй знакiв.

Зазначимо, що ймовiрнiсть, що серед ζ1, . . . , ζn кiлькiсть додатних
величин буде бiльшим за m, тобто

P {K > m} =
(
Cm+1

n + · · · +Cn
n

)
·

1
2n ,

Зафiксуємо рiвень значущостi α та позначимо через mα,n найменше
m при якому

P {K > m} ≤ α.

Тодi критична область двосторонньою критерiю буде мати вигляд

K∗ > m α
2 ,n або n − K∗ > m α

2 ,n.
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10.2.Критерiй знакiв

Припустимо, що ф.р. F та G зв’язанi спiввiдношенням

G(x) = F(x − θ),

причому нi розподiл F, нi параметр θ невiдомi. Тодi основну
гiпотезу можна переписати у бiльш спрощеному виглядi:
H0 : θ = 0, i розглядати,окрiм двосторонньою критерiя, ще й
одностороннi. При цьому критичнi областi для одностороннiх
критерiїв будуть мати вигляд:

для правосторонього критерiю

K∗ > mα,n;

для лiвосторонього критерiю

n − K∗ > mα,n.
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10.3. Критерiй знакiв за наявностi зв’язкiв.

Якщо зняти вимогу про неперервнiсть розподiлiв в.в. ξi i ηi, то
рiзницi

ζi = ξi − ηi, i = 1, n,

можуть набувати нульових значень з ненульовою ймовiрнiстю (в
цьому випадку кажуть, що є зв’язки у вибiрцi). В цьому випадку
можна також використовувати критерiй знакiв, але попередньо
слiд вiдкинути всi рiвнi нулю рiзницi i застосовувати критерiй
лише до ненульових рiзниць, якi залишаться.
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10.3. Критерiй знакiв за наявностi зв’язкiв.

Нехай серед n спостережень рiвно s з ненульовими рiзницями.
Тодi, якщо K – кiлькiсть додатних рiзниць, то кiлькiсть вiд’ємних
буде S − K , а критичнi областi критерiю будуть мати вигляд:

для двосторонього критерiю

K∗ > m α
2 ,s або n − K∗ > m α

2 ,s.

для правосторонього критерiю

K∗ > mα,s;

для лiвосторонього критерiю

n − K∗ > mα,s.
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Дякуємо за увагу!
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